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Introduction

La programmation mathématique, branche de I’optimisation, s’occupe de la mini-
misation (maximisation) sous contraintes d’une fonction a plusieurs variables, schéma
trés général s’appliquant a de nombreuses situations pratiques dans beaucoup de do-
maines (minimisation de coiits, de durées, ... etc.)

Dans le cas d’une fonction et de contraintes linéaires (programmation linéaire), on
dispose d’'une méthode efficace de résolution : ’algorithme du simplexe, découvert par
Dantzig en 1947 [17]. Cet algorithme a connu depuis lors de nombreuses améliorations,
et est utilisé dans la majorité des logiciels commerciaux.

Cependant, un nouveau type de méthodes de résolution a fait son apparition en
1984 [43] : les méthodes de points intérieurs. La plupart des idées sous-jacentes a
ces méthodes proviennent du domaine de la programmation non linéaire. Parmi leurs

avantages, citons

1. Efficacité théorique : il est possible de prouver que ces méthodes s’exécutent en
temps polynomial (ce qui n’est pas le cas de I'algorithme du simplexe, de nature

exponentielle).

2. Efficacité pratique : les temps de calcul et de réponse de ces méthodes sont
compétitifs (et battent 1’algorithme du simplexe dans le cas de problémes de

grande taille).

3. Traitement de trés grands problémes : ces méthodes permettent de résoudre des
problémes de trés grande taille qu’aucun autre algorithme connu ne pourrait

traiter en un temps acceptable.

4. Adaptation au cas non linéaire : il est possible d’adapter ces méthodes & la
programmation non linéaire, plus particulierement a la programmation convexe,

ce qui permet de traiter de nouveaux types de problémes pour lesquels on ne



connaissait jusqu’a présent aucune méthode de résolution efficace.

Nous allons a présent donner un bref apercu historique du domaine de la program-
mation mathématique, afin de situer la découverte des méthodes de points intérieurs
dans son contexte.

Débuts de la programmation linéaire - Algorithme du simplexe

1930 — 1940 : Premiéres formulations de problémes de programmation linéaire.

1939—1945 : Seconde guerre mondiale. La recherche opérationnelle fait ses débuts,
applications militaires.

1947 : Georges B. Dantzig publie un article relatif a I’algorithme du simplexe de
programmation linéaire [17].

1956 : A. J. Goldman et A. W. Tucker démontrent 'existence d’une solution
strictement complémentaire au probléme de programmation linéaire [39].

1972 : V. Klee et G. Minty démontrent le caractére exponentiel de la complexité
algorithmique de la méthode du simplexe [48].

Débuts des méthodes de points intérieurs et complexité polynomiale

1955 : K. R. Frisch invente une méthode de points intérieurs pour résoudre un
probléme non linéaire (méthode de potentiel logarithmique, utilisation d’une fonction
barriére) [38].

1968 : A. V. Fiacco et G. P. McCormick développent l'utilisation des méthodes
de points intérieurs en programmation convexe non linéaire [36].

1978 : L. G. Kachian applique la méthode de 'ellipsoide (développée par N. Shor
en 1970, [74]) & la programmation linéaire et prouve qu’elle est de complexité po-
lynomiale [47]. Cette méthode, bien que faisant converger une suite d’itérés, n’est
cependant pas une méthode de points intérieurs au sens accepté actuellement.

Il faut remarquer qu’a cette époque, on utilise les méthodes de points intérieurs
dans le cadre non linéaire uniquement. Bien que Fiacco et McCormick notent que

leurs méthodes sont également applicables au cas linéaire, ils ne les considérent pas



sérieusement comme une alternative viable a ’algorithme du simplexe.

De plus, la méthode de Kachian, bien que théoriquement supérieure a ’algorithme
du simplexe (du point de vue de la complexité de pire cas), est en pratique bien plus
lente, parce qu’elle atteint principalement son pire cas pour la majorité des problémes,
alors que le simplexe n’exhibe qu’exceptionnellement son comportement de pire cas
exponentiel [13].

Explosion des méthodes de points intérieurs

1984 : N. K. Karmarkar découvre une méthode de points intérieurs polynomiale
plus efficace que celle de Kachian, qu’il affirme également comme supérieure a ’algo-
rithme du simplexe [43].

1994 : Y. Nesterov et A. Nemirovsky publient leurs études sur les méthodes de
points intérieurs polynomiales appliquées a la programmation convexe [62].

1997 : Depuis 'annonce de Karmarkar, plus de 2000 articles de recherche portant
sur les méthodes de point intérieur ont été publiés par la communauté scientifique
[37]. Les premiers ouvrages récapitulatifs paraissent. Les recherches se dirigent vers
la programmation non linéaire.

Ces méthodes ont fait leurs preuves dans le domaine de la programmation linéaire
(PL) notamment par leur bonnes propriétés théoriques (complexité polynomiale et
convergence superlinéaire) et leur bon comportement numérique. Aussitot, des va-
riantes sont introduites pour la programmation quadratique et la complémentarité
linéaire. Ceci étant, il faut signaler tout de méme que ( sur le plan technique), ces
méthodes présentent des inconvénients d’ordre théorique et numérique entre autre : le
probléme d’initialisation et le cotlit excessif de I'itération lié¢ aux choix de la direction
et du pas de déplacement.

Notre étude est répartie en trois volets :

Le premier est un étude comparative entre trois algorithmes de points intérieurs,

celle de la trajectoire centrale. L’effort est concentré sur le probléeme d’initialisation



pour lequel nous proposons trois alternatives : trajectoire centrale non réalisable,
trajectoire centrale réalisable et trajectoire centrale réalisable amélioré.

Le deuxiéme volet concerne la comparaison entre I’extension d’une méthodes pro-
jective et une méthode de la trajectoire centrale basée sur une nouvelle classe de la
direction de descente pour un probléme de complémentarité linéaire.

Le troisiéme volet concerne la programmation semi définie

La thése est présentée en quatres chapitres.

Le premier chapitre, est une introduction générale. Celle ci contient un survol ra-
pide : historique, éléments d’analyse convexe, programmation mathématique, condi-
tions d’optimalité de la programmation mathématique.

Le deuxiéme chapitre est réservé pour une étude comparative théorique et numé-
rique d’une méthode Newtonienne basée sur trois algorithmes pour la programmation
quadratique convexe.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse a ’extension d’'une méthode projective
et étude d'une méthode de la trajectoire centrale pour résoudre un probléme de com-
plémentarité linéaire basée sur une nouvelle classe pour déterminer la direction de
descente.

Dans le dernier chapitre, nous proposons une nouvelle fonction de proximité pour
un probléme d’optimisation semi défini (SDO) par une nouvelle fonction noyau. En
outre, nous formulons un algorithme de points intérieurs primal-dual pour (SDO) en
utilisant la fonction de proximité et de donner son analyse de la complexité.

Enfin, nous cloturerons ce travail par une conclusion et perspectives suivi par

Annexe et Bibliographie.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES ET NOTIONS

FONDAMENTALES

Dans ce chapitre, nous rappelons briévement certaines propriétés de 'analyse

convexe, et quelques notions fondamentales de la programmation mathématique.



1.1 FEléments d’analyse convexe
1.1.1 Notions de convexité
La notion de convexité prend deux formes : un ensemble convexe, et une fonction

convexe.

Définition 1 - Un ensemble D est convexe si pour toute paire de points x ety appartenant

a D alors :

tr +(1—-t)ye D V0<t<l1

c’est-a-dire : le segment de droite reliant deux points de D est entiérement contenu

dans D.

- Un ensemble est dit affine si pour toute paire de points x ety appartenant a D,

t € R alors :

tr +(1—-t)yeD

- Un ensemble D est un polyédre s’il s’écrit comme suit :

D={zeR":plx<a;,i=1,..m},

ou p; est un vecteur non nul de R™ et oy est un scalaire pour i =1, ...,m.

- Une fonction f est convezxe sur un ensemble convere D si :

fle+ 1=ty <t fle)+(A-1)f(y) ,VO<t<1

c’est-a-dire : U'épigraphe {(x,y) : x € D,y > f(x)}de la fonction [ est un ensemble
conveze.

- Une fonction f est strictement convexe sur un ensemble convexe D si :

Flzt@—ty) <t flz)+(1—tf(y),Y0<t<l.



- Une fonction f est (strictement) concave sur un ensemble convexe D si (— f) est
(strictement) convexe sur D.
- Le gradient d’une fonction f : R™ — R continiment différentiable évalué au

point x € R™ s’écrit :

t
flx) = 2 9i) 08f(z) of (z)

et [’élément de la 1°™° ligne et la ¢ colonne de la matrice Hessienne s’écrit :

0*f(x)

J - 81}63% .

(V2 ()]
1.1.2 Convexité et Dérivée

Les deuxiemes dérivées peuvent servir a déterminer la convexité ou la concavité

d’une fonction.

Définition 2 Soit f : R® — R wune fonction continiment différentiable sur un
domaine conveze D.

f est une fonction convexe sur D si et seulement si la matrice Hessienne est
semi-définie positive, c’est-a-dire : pour tout x € D, y*V2f(z)y > 0, Yy € R™. De
méme, si la matrice Hessienne est définie positive, c’est-a-dire : pour tout x € D,
y'V2f(z)y >0, Yy #0 € R, alors f est une fonction strictement conveze sur D.

Une matrice A est semi-définie (définie) positive si et seulement si les détermi-
nants des mineurs principauz de A sont (strictement) positifs.

1l s’ensuit qu’on peut vérifier si une fonction est convexe en eraminant le signe des
mineurs principaux de la matrice Hessienne. De méme, on peut vérifier la concavité
d’une fonction f en analysant la convexité de (—f). Il n’est pas vrai qu’une fonction

est concave si les déterminants des mineurs principaux sont tous négatifs.



Exemple
considérons la fonction f(zy,72) = —(x1 — 229)*> — exp(z1). Le gradient et la

matrice Hessienne s’écrivent :

—2(x1 — 229) — exp(xy
Vf(x) = ( ) pio) VA f(x) =
4(%1 - 21’2) 4 -8

Les déterminants des mineurs principaux sont respectivement :

—2 —exp(z1) <0 et 8exp(z1) >0

On ne peut pas conclure que la fonction est convexe. Cependant, les déterminants
des mineurs principaux de la matrice Hessienne V*(— f(z)) sont :
2+ exp(z1) > 0 et 8exp(z1) > 0. Donc on peut conclure que (—f) est convexe et

par conséquent f est concave.

1.2 Programmation mathématique

La programmation mathématique, et plus particulierement I'optimisation vise a
résoudre des problémes ot 'on cherche a déterminer parmi un grand nombre de solu-
tions candidates celle qui donne le meilleur rendement. Plus précisément, on cherche
a trouver une solution satisfaisant un ensemble de contraintes qui minimise ou maxi-
mise une fonction donnée. L’application de la programmation mathématique est en
expansion croissante et se retrouve dans plusieurs domaines.

Un programme mathématique (PM) est un probléme d’optimisation de la forme :

min f(z)
(PM) s.c

D={zxecQCR"/g(z)<0,i=1,..n et hj(z)=0, j=1,..,m}

ou f, g;, hj sont des fonctions définies de R"™ dans R.



La formulation mathématique (PM) signifie que 1'on cherche a trouver la solution

x* € D dont la valeur de la fonction objectif est la plus petite.

Définition 3 -Une solution x* € D est un minimum global de (PM) si f(z*) <
f(z),Yx € R". La valeure optimale est f(x*).

- Une solution z* € D est un minimum local de (PM) si f(z*) < f(x) Vx €
D N Be(x*) o Be(x*) = {x € R" : ||z — 2*|| < €}est une boule ouverte de rayon e

(¢ > 0) centrée en z* .

Remarque 4 Notons que le minimum global n’est pas nécessairement unique, mais
la valeure optimale [’est. Par exemple, mi%{l sinz  posséde une infinité de minima
IS

globauz.
1.2.1 Classification des problémes d’optimisation

1l existe beaucoup d’algorithmes d’optimisation dans différentes applications scien-
tifiques. Cependant beaucoup de méthodes ne sont valables que pour certains types de
problémes. Ainsi, il est important de bien connaitre les caractéristiques du probléme
posé afin d’identifier la technique approprieé pour sa résolution.

les problémes d’optimisation sont classés en fonction des caractéristiques mathé-
matiques de la fonction objectif, des contraintes et des variables d’optimisation (Ta-
bleaul). Il existe une classe particuliére de problémes qui concerne notamment le
domaine de la recherche opérationnelle, ot le but est de trouver la permutation opti-
male des variables d’optimisation (Tableaul). Ces problémes sont connus sous le nom

de probleme d’optimisation combinatoire.



Caractéristiques Propriétés Classifications
) Une seule variable Monovariable
Nombre de variables
plus d’une variable Multivariable
Réelles Continue
_ Entieres Discréete
Type de variables
Reéelles et entiéres Mixte
Entieres avec permutations Combinatoire
Linéaire en fonction des variables Linéaire
Type de fonction objectif | Quadratique en fonction des variables Quadratique

Non linéaire en fonction des variables

Non linéaire

Formulation du probléeme

Soumis a des limitations

Pas de limitations

Avec contraintes

Sans contraintes

Tableau — 1— Classification des problémes dl/optimisations

1.2.2 Qualification des contraintes

e Si un ensemble D est un polyeédre convexe (c’est-a-dire

: toutes les fonctions

contraintes sont affines ), alors par définition les contraintes sont qualifiées en tout

point réalisable.

e Si un ensemble D est convexe et intD # (), les contraintes sont qualifiées partout.

C’est la condition de Slater.

e Une contrainte d’inégalité g;(x) < 0 est dite saturée en z* € D si g;(z*) =0

Remarque 5 La résolution compléte de (PM) traite dans l’ordre les points suivants :

e [’existence d’une solution optimale.

e La caractérisation de la solution ( il s’agit des conditions d’optimalité).

e [’¢laboration d’algorithmes pour calculer cette solution.
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1.3 Résolution d’un programme mathématique

Soit le programme mathématique suivant :

min f(x)
(PM) s.c

D={zeQCR"/g(z)<0,i=1,..n et hij(z)=0, j=1,..,m}

ou f, g, h; sont des fonctions définies de R™ dans R.

1.3.1 Existence & Unicité

Théoréme 6 [§/(Weierstrass)
Si D est compact non vide de R" et si f est continue sur D alors (PM) admet

au, moins une solution optimale globale x* € D.

Théoréme 7 [8]
Si D est non vide et fermé de R™, f est continue et coercive sur D, (c’est-a-dire :

| I}im f(z) = 400) alors (PM) admet au moins une solution optimale globale.
T||—+o0

1.3.2 Conditions d’optimalité

Pourquoi avons-nous besoin de conditions d’optimalité ?

Afin d’analyser ou de résoudre d’une maniére efficace un probléme d’optimisation,
il est fondamental de pouvoir disposer des conditions d’optimalité. En effet, celles-ci
nous servent non seulement a vérifier la validité des solutions obtenues, mais souvent
I’étude de ces conditions aboutit au développement des algorithmes de résolution
eux-mémes. L’approche considérée ici pour I'obtention de conditions est basée sur les
notions de descente et de direction admissible.

Le développement des conditions d’optimalité en présence des contraintes est basé

sur la méme intuition que dans le cas sans contraintes : il est impossible de descendre

11



a partir d’'un minimum.

On considére le programme mathématique suivant :

min f(z)
(PM)Q s.c

D={zeQCR"/g(z)<0,i=1,..n et hj(z)=0, j=1,..,m}

ou f, g, h; sont des fonctions définies de R™ dans R.

Théoréme 8 [64] (Karush-kuhn-tucker. contraintes linéaires )

Soit f : R®™ — R une fonction différentiable sur D. Si z*un minimum local du

probléme (PM), alors, il existe un vecteur y € R™et A € RY} tel que :

(

V@) + Y AVgi(a®) + Y y;Vhi(a*) =0

hj<£C*) = 0, j = 1, ., Mm
1.3.3 Meéthode de Newton pour résoudre un systéme non linéaire

La résolution du (PM) revient a résoudre le systéme d’équation non linéaire sui-

vant :
( n m
V@) + Y NVgi(x) + > 5 Vhi(z) =0
i=1 j=1
hi(z*) =0, j=1,..,m
\
Posons

12



Vi) + > AiVgir) + Z%Vh

=1

F(z, A\ y) =
(z,M\9) Ngi(z) =0, i=1..n
h](l’) _= 0’ J — 1’ ..-,m
ou
Ia : §R2n+m §R2n+m

(x, A y) — ( ZAVQZ +Z%Vh Aigi(x )ahg(x))

Les méthodes les plus populaires appliquées pour la résolution d’un systéme non
linéaire est la méthode de Newton, dans ce qui suit décrivons son principe.
Soit f : R™ — R™ une fonction continue, différentiable et soit J(z) est la matrice

jacobiénne de la fonction f.Alors nous considéroons le systéme non linéaire suivant :

f(x) =0

A partir d'un vecteur 2° de R" et 'utilisation de la formule suivante

karl — xk _ J(:(:k)flf(gjk),

on construit une suite de point définie par

gt = gk gk

ou d* est le vecteur de direction, avec

J(z®)d* = — f(2F).

13



1.3.4 Les méthodes de directions admissibles

Cette classe de méthodes résout un probléme de minimisation non linéaire en
se déplagant d’'un point de D vers un autre de ses points au cotit inférieur. Elles
fonctionnent selon le principe suivant : étant donné un élément z* de D, une direction
d* est générée telle que pour un o > 0 et suffisamment petit, les propriétés suivantes

sont assurées :

1. 2 + o¥d* appartient toujours a D
2. f(a® + akd*) est inférieur a f(z*)

Une fois d* déterminée, o* s’obtient par minimisation monodimentionnelle pour
que le déplacement dans la direction d”* soit optimal, mais cette fois-ci il est nécessaire
d’imposer une borne supérieure sur la valeur de o* afin de ne pas sortir de D. Cela

définit le nouveau point z**! et le processus est recommencé.
1.3.5 Meéthodes de résolution d’un programme mathématique

On peut classifier les méthodes de résolutions un programme mathématique en

trois catégories
1.3.5.1 Méthodes de type gradient.

Gradient conjugué Cette méthode a été proposée par Hestenes (1952) pour ré-
soudre un systéme linéaire a matrice définie positive, puis généralisée par Fletcher
et Reeves (1964) pour résoudre des problémes d’optimisation non linéaires, elle est
connue par son efficacité pour minimiser une fonction quadratique sans contraintes.
Dans le cas contraint un changement de variable simple permet de se ramener au
cas sans contraintes, en effet : 2% un point satisfaisant les contraintes (Az° = 0) et
posons ¥ = 2% + Py tel que Py = I — AY(AA)"1A est l'opérateur de la projec-
tion sur le noyau de la matrice A. Le principe de cette méthode est de construire

progressivement des directions dy, dy, ..., dr mutuellement conjuguées par rapport a
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la matrice Hessienne (V2f(z)) de la fonction objectif du probléme d’optimisation :

AV f(x)d; =0, Vi# j, i,j=1{0,1,...k}

Gradient projeté (Rosen 1960). le principe de cette méthode est de projeter a
chaque itération le gradient sur la frontiére du domaine réalisable. Il faut signaler que

cette méthode est congue pour un programme plus général de la forme :
min{f(z) : Az = b,z > 0},
ou f est différentiable non nécessairement convexe.

1.3.5.2  Méthodes simpliciales.

Parmi les méthodes simpliciales on cite, celle de gradient réduit die a Wolfe.
C’est une extension directe de la méthode du simplexe, appliquée a la programmation
quadratique. De ce fait elle présente les mémes inconvénients & savoir cyclage et

complexité exponentielle.
1.3.5.3 Meéthodes de points intérieurs.

Conjointement aux méthodes décrites précédemment, il existe actuellement des
méthodes de points intérieurs pour la résolution d’un probléme d’optimisation convexe.
Ce sont des extensions des méthodes développées pour la programmation linéaire (af-
fines, projectives et de trajectoire centrale). Les problémes d’initialisation, le cott de
I’itération et le choix de la direction de descente deviennent plus pesants.

On distingue trois classes fondamentales de méthodes de points intérieurs & savoir :

Méthodes Affines 1l s’agit pratiquement de 'algorithme de Karmarkar sans fonc-
tion potentiel et sans transformation projective, on utilise une transformation affine et
on remplace la contrainte de non négativité par un ellipsoide qui contient le nouveau
itéré. L’algorithme est d’une structure simple, malheureusement, il n’est pas facile de

démontrer la polynémialité.
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Méthodes de réduction du potentiel La fonction potentiel joue un grand role
dans le développement des méthodes de points intérieurs. L’algorithme de Karmarkar
appliqué au programme linéaire sous forme standard utilise une fonction potentiel de
la forme : (n+1)log(cfx —2z) —>"""  log(z;) on z est une borne inférieure de la valeur
optimale de I'objectif. Karmarkar prouve la convergence et la polynomialité de son
algorithme par monter que cette fonction est réduit & chaque itération par au moins
une constante. Depuis 1987, les chercheurs introduisent des fonctions du potentiel
de type primales-duales, parmi lesquelles, celle de Tanabe, Todd et Ye [81] défnie
par : ®,(x,s) = plog(zfs) — > 1  log(x;s;) pour p > n. Cette fonction a joué un
role trés important dans le développement des algorithmes de réduction du potentiel
aprés 1988. Les algorithmes correspondants a ces méthodes possédent une complexité

polynomiale, ils nécessitent O(y/n |loge|) itérations pour réduire le saut de dualiteé.

Méthodes de la trajectoire centrale FElles ont été introduites a la méme époque
que les méthodes de réduction du potentiel et pleinement développées au début des
années 90. Elles possédent de bonnes propriétés théoriques : une complexité polyno-
miale et une convergence superlinéaire.

Les algorithmes de la trajectoire centrale restreintent les itérés a un voisinage du
chemin central, ce dernier est un arc de points strictement réalisables.

Plusieurs chercheurs essaient de généraliser le principe de ces méthodes pour la
programmation non linéaire. En 1989, Megiddo [58] a proposé un algorithme primal-
dual de trajectoire centrale pour la programmation linéaire avec une généralisation
pour le probléme de complémentarité linéaire (LC P). Kojima et al. [52] ont développé
un algorithme primal-dual pour la programmation linéaire, une extension pour le
(LCP) est proposée par les mémes chercheurs en 1989 avec la complexité O(y/nlog 1)

itérations.
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Chapitre 11

METHODES DE POINTS INTERIEURS DE
TYPE NEWTONIENNE POUR RESOUDRE UN

PROGRAMME QUADRATIQUE CONVEXE

(CQP)

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution d’un probléme d’optimisation qua-

dratique convexe sous contraintes linéaires suivant :
- J1 t
min §$Qa:+cx:Ax:b,$20 , (CQP)
et son dual
t 1, ¢ t
max by—ﬁme%—cx:Ay—ks:Qx—I—c,szO , (CQRD)

ol ) € R est une matrice symétrique semi définie positive, A € R"™*" est une
matrice, ¢,z et s € R", y et b € ™.

On note par :

Fogpy ={x € R", Az = b,z > 0}, 'ensemble des solutions réalisables de (CQP).

% cor)y = {x € RN", Az =b,x > 0}, l'ensemble des solutions strictement réali-
sables de (CQP).

Fopy = {ye R, s e R", A'y+ s = Qz +c¢,s > 0}, I'ensemble des solutions
réalisables de (CQD).

.%(CQD) = {yeR™seRN" Aly+s=Qux+c¢,s >0}, I'ensemble des solutions
strictement réalisables de (CQD).

Au long de ce chapitre, on suppose que :
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Hypotheése 1 : F = Fcgp) X Fegp) # 0.

Hypothése 2 : rg(A)=m <n

Dans ce chapitre, on présente une étude comparative entre trois algorithmes d’une
méthode de points intérieurs de type trajectoire centrale pour résoudre un probléme

quadratique convexe sous contraintes linéaires, citons :
1. Algorithme de la trajectoire centrale non réalisable.
2. Algorithme de la trajectoire centrale réalisable.

3. Algorithme de la trajectoire centrale réalisable amélioré.

2.1 Méthode de la trajectoire centrale non réali-
sable pour la (CQP)

On considére le programme quadratique convexe (C'Q)P) suivant :
min {%xth +cw Av =bx > 0} , (CQP)
ol ) € N est une matrice symétrique semi définie positive, A € R™*™ est une
matrice de rang plein, c,x € R" et b € R™.
2.1.1 Présentation et principe de la méthode
On associe & (CQP) le probleme paramétrisé (CQF,) suivant :
min { f,(z) : Az = b,z > 0}, (CQP,)

ou

1 n
fulw) = 52'Qu +c'w —p Y In(:), p>0

i=1

Lemme 9 La fonction f,(x) est strictement conveze.

Preuve. La fonction f,(z) est écrite sous la forme :

1

fulw) = 52'Qu+ c'w — Y In(w:), >0
=1
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En effet, f.(x) € C™ et nous avons en particulier :

n

Vi (r)=Qr+c—pu X 'e, avec e=(1,.., 1)) €R

v2fu<x) =Q+pu X2

Ou @ € R"™"est une matrice symétrique semi définie positive, X = diag(z1, ..., T,)
est une matrice définie positive, car z; > 0, et u > 0, alors V? fu(z) est une matrice

définie positive, donc f,(x) est convere. m

La solution x(u) est définie d’une fagon unique par des conditions d’optimalité de

Karush-Kuhn-Tucker (K K'T') suivant :

Qr+c—puXte— Aly=0
: Y (KKT)
Ax =1
Ou y € R™est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte Ax = b du

probleme (CQP,).

Posons s = p X! avec s € R, le systéme (K KT) devient :

Xs=pue
(Su) Ar=b, >0

Aly+s=Qr+c, s>0

Notons que (S,,) correspond aux conditions de complémentarité pour un probléme de
programmation quadratique primal-dual.
Le systéme (.S,,) désigne aussi les conditions d’optimalité du probléme dual para-

métrisé¢ (CQD,) suivant :

1 n
ax{ bly — §xth + 1 g In(s;) : Aly +5=Qx +c,s > 0} (CQD,)
i=1

En effet, les conditions d’optimalité de (K KT) pour ce dernier probléme sont

données par :
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b—Ax =0
(S,) pS~te —x =0

Aly+s=Qzr+c

Ou z € R, est le multiplicateur associé a la contrainte A’y +s = Qr +c et S =
diag(si, ..., $p). Do (S;L) est équivalent & (5),).

Le systéme (.S,,) est un systéme d’équations non linéaire. Pour cela, la méthode de
Newton est envisageable pour sa résolution. A chaque p > 0, on trouve une solution
approchée (z(u),y(n), s(n)) qui doit étre faisable (Conditions de faisabilité).

Pour controler la faisabilité et 'optimalité, on introduit la fonction de mérite
suivante

®(z,y,s) = x's + [|[Az — b||, + HAty+s—Qx—cH2 (1)

Nous résolvons le systéme d’équations non linéaire (S,) a partir d’un point initial

(2°,5%) > 0,y € R™ et pu° = %, par la méthode de Newton, on obtient le systéme

suivant :

—QAx + ANy + Ns =Aly +s—Qr —c
ANz =b— Az (2)
XAs+ SAx=—Xs+ e
dont la solution est : (Az, Ay, As).

Le nouvel itéré est :
(z,y", s7) = (z,y,5) + a(Dz, Ay, As).

ou a > 0 est le pas de déplacement choisi de telle maniére que (z7,s7) > 0 et
Ozt yt,sT) < B(z,y,s).

Maintenant, on donne 1’algorithme générique de cette méthode.
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2.1.2  Algorithme ( Méthode de la trajectoire centrale non réalisable)

Algorithme 1

Début algorithme

Soit € > 0 (un parameétre de précision),
on choisi (2°,4°, %) tel que : (20, 5%) > 0.
k=0 (indice des itérations)

While (®(2*,y*, s*)) > ¢ do

(xk)tsk

n

1. b=
2. calculer (Az, Ay, As), solution du systéme (2)

3. trouver un pas de déplacement oy, tel que (2%, s%) > 0 et ®(aF L Y+t 1) <

O(z*, y, %)
4. mettre & jour (zF+1 y* L KL = (28 ok sF) + ap(Ak, Ayk, AsF)
5. posé k =k + 1.

End While.

Fin algorithme.

2.1.3 Convergence de ’algorithme

Sous les Hypothése 1 et Hypothése 2 citées dans I'introduction de ce chapitre,

la convergence de I’algorithme est donnée par les résultats suivantes

Proposition 10 [40] Si le pas de déplacement 0 < oy, < 1, alors la suite (®F) en-

gendrée par ’algorithme satisfait :
(I)k:+1 — (1 - pk)q)k:
on

(a(1 = op)(a%)'s® + apv™r® — o (Axk) Ash)
(xF)tsk 4 vkr0

p* = plow) =
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Lemme 11 [/0] Soit (2%, y*, s*) une suite générée par I’algorithme 1, alors :
1) A(2® + apAz®) — b= (1 — ap)(Az* — b) = v*T1(Az° — b)
2) Al(y + apAyF) + (58 + apAs®) — Q2% + ap Axk) = P (A0 + s — Q2° — ¢)
3) (2F + Ak (sF + . As®) = (2%)isH(1 — ap + agoy) + a2 (AzF)Ask
k

ot vFH = (1 — ap )" = H 1(1 — a;)v°, avec v° = 1.
1=

La fonction de mérite décroit d’une itération a Pautre d’un montant égal a (1—p*),

de plus on a le corollaire suivant :

Corollaire 12 [/0] La suite (®*) converge au moins linéairement si 0 < oy, < 1

auquel cas nous avons 0 < o, < 1 et si oy, tend vers 1 la convergence est superlinéaire.

Théoréme 13 [/0] Soit € > 0 ( un paramétre de précision), (z°,1°,s°) = £(e, 0, ¢)
est le point initial ot & > 0, alors : l'algorithme converge au bout de O(n?|log(e)|)

itérations.
2.1.4 Tests Numériques

Les programmes sont réalisés en DEV C++ avec une précision ¢ = 1075, on
note par x* la solution optimale primale, (y*,s*) la solution optimale duale, f(z*)
la valeur optimale primale, f(y*,s*) la valeur optimale duale et (iter) le nombre
d’itérations, pour différents types de probléeme d’optimisation quadratique convexe

sous contraintes linéaires.
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Exemple 1 :

(
min 0.52% + 6.521 — To — 223 — 314 — 275 — T

T1 4+ To + 8x3 + x4 + 3x5 + x5 < 26
—8x1 —4dxy — 223 + 204 + 45 — 16 < —11
2x1 4+ 0.529 4+ 0.205 — 314 — 5 — 4w < 24
0.221 4+ 229 + 0.125 — 44 + 225 + 2205 < 12
—0.1z1 — 0.529 + 223 + 514 — 525 + 326 < 3

0<z;<1,i=4,5

0§[L‘6§2
\

Les résultats numériques de cet exemple sont configurés dans le tableau suivant :

* (0 7.987342 0.253165 2 2 0)
y* (—0.246835 0 0 —0.253165 0)
flz¥) | —18.493672

fly*,s*) | —18.483671

iter 12

Exemple 2 :
_ 9 8
min E _, TiTis1 + E _, TiTiy2 + T1x9 + 21210 + T2X10 + T1X5 + T4X7
1= 1=

10
i=1

Les résultats numériques de cet exemple sont configurés dans le tableau suivant :
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0.000000 0.249335 0.250000 0.000000 0.000665
0.017431 0.000000 0.250000 0.232568 0.000000

y* 0.25

1.333990 2.464458 3.798448 1.333990 2.464458
3.549113 3.549113 0.000000 0.000000 0.249335

fz*) | 0.125010

Fy*, s) | 0.125000

iter 5

Exemple 3 :

min {12'Qz + 'z : Az = b,z > 0},

ou
20 1.2 05 05 —1
12 32 1 1 1 1 12 1 18 0
Q=05 1 14 1 1 |, A= 3 -1 15 =2 1 |,
05 1 1 15 1 -1 2 =3 4 2
-1 1 1 1 16
9.31
b= 545 ,cz(l -15 2 15 3>.
6.60

Les résultats numériques de cet exemple sont configurés dans le tableau suivant :
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x* (2.632276 0.701827 1.399507 2.464458 1.084655)

y* (25.271033 11.733714 5.257142)

s* (55.335041 29.065817 27.160177 42.968998 22.287996)

flz*) | 172.733206

f(y*, s*) | 172.733215

iter 28

Exemple 4 :

min {12'Qz + c'z : Az = b,z > 0},

ou
30 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 21 O 1 -1 1 0 1 05 1
1 0 15 -05 -2 1 0 1 1 1
1 1 —-0.5 30 3 -1 1 -1 05 1
1 -1 -2 3 27 1 0.5 1 1 1
@ 1 1 1 -1 1 16 —-05 05 0 1 ’
1 0 O 1 0.5 —05 8 1 1 1
1 1 1 -1 1 0.5 1 24 1 1
1 05 1 0.5 1 0 1 1 39 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
1 -1 19 125 12 04 -0.7 1.06 1.5 1.05
A=1 13 12 0.15 2.15 125 15 04 152 13 1 5
1.5 —-11 35 125 18 2 195 12 1 -1
11.651
b=1| 16672 |, c= ( -05 -1 0 0 =05 0 0 -1 =05 -1 >
21.295
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Les résultats numériques de cet exemple sont configurés dans le tableau suivant :

0.963886 0.509607 1.739953 1.905056 1.243511

T
2.626820 1.322918 1.617087 0.824013 0.897582
y* (4.243380 22.362785 5.192083)
i} 41.103130 16.380672 29.589130 59.874329 42.391300
s

45.625690 16.599314 44.719913 40.628777 21.626253

Flz¥) | 264.148690

fy*, s*) | 264.148682

iter 27

2.2 Meéthode de la trajectoire centrale réalisable pour

(CQP)

La programmation non linéaire convexe a des applications importantes dans la
programmation mathématique. Plus de vingt ans de nombreux auteurs ont présenté
différentes méthodes de points intérieurs pour la programmation non linéaire convexe
[56][60][75][84].

Dans ce qui suit, nous proposons un algorithme primal-dual de points intérieurs a
court pas (Short step) pour résoudre le probléme convexe quadratique. L’algorithme
utilise a chaque itération une étape de Newton et une mesure de proximité adaptée
pour tracer le chemin central (trajectoire centrale).

Des notations sont utilisées tout au long de cette section et ils sont comme suit.
R*, R} et N et qui désignent respectivement I'ensemble des vecteurs de n des

composants, ’ensemble des vecteurs non négatifs et I’ensemble de vecteurs posi-

tifs. R™ * " désigne I'ensemble des n x n matrices réelles. ||.||, désigne la norme
euclidienne, e = (1,1,..., 1)’ est le vecteur identité de %", r € R} est le para-
metre poids. Enfin, pour x, s € ", nous définissons xs = (x151, 7282, ..., Tnsn)’,

g (ool = (L L LY et [ = (/T /T3, ey o/T)
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2.2.1 Deéscription et principe de la méthode

Nous considérons le probléme quadratique convexe (CQP) et son dual (CQD)

sous forme standard

min{ %xth +cr: Ar =b,x > 0} , (CQP)

1
max{ bly — §xth+ctx Ay +s—Qr=c,5>0,y € ?Rm}, (CQD)

ou A € R™" est une matrice, () € R"*" est une matrice symétrique semi-définie
positive, z, s, c € R", et b € R™.
Nous supposons que les problémes (CQP) et (CQD) satisfait aux conditions de
0,0

points strictement intérieurs (I PC's) i.e., il existe une solution initiale (z°; y°, s°)

de telle sorte que :

Az’ =b, 2° >0, AP’ + s =Qa"+¢, >0, y° e R™.

Les conditions d’optimalité pour (CQP) et (CQD) sont données par le systéme sui-

vant
Ar =b,x > 0,
Aly+s— Qo =c,5 >0, (3)
xts = 0.

Si la condition (I PC') détiennent, le u—central de (CQP) et (CQD) est définie par

la solution (x(u), y(p), s(n)) du systéme suivant

Ax =b,x >0,
Aly+s—Qr=c,5>0 (4)
s = pe,

avec 1 > 0. L’ensemble de p—central donne un trajet homotopie, que 1’on appelle le

chemin (trajectoire) centrale du (CQP) et (CQD).
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Si p — 0, la limite de la voie centrale existe depuis le point limite satisfont &

la condition de complémentarité, la limite d'un conduit e—solution approchée pour

(CQP) et (CQD).

En appliquant la méthode de Newton pour le systéme (4), nous determinons les

équations suivantes pour les directions de descente (Az, Ay, As)

Az + Azx) =b,
Aty + Ay) + (s + As) — Q(x + Ax) = ¢, (5)
(x + Ax)(s + As) = pe — xs.

Le systéme (5) peut s’écrire sous la forme :

AAx =0,
ANy + As — QAz = 0, (6)

sAx 4+ xA\s = pe — xs.

Ce derniér peut s’écrire sous forme matricielle :

A 0 0 Ax 0
S 0 X As e — s

ou X = diag(z), S = diag(s), I est la matrice identité d’ordre n.

Le format dans (7) est adapté a la mise en ceuvre numérique pour determiner

(Az, Ay, As) et par consequent le nouvel itéré est donné par :

rt=x+ Az, yT =y+ Ay, sT =5+ As.

Maintenant, nous introduisons une norme de mesure de proximité définie comme

suit :

O
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pour mesurer la proximité de points réalisables pour la trajectoire centrale. Nous
utilisons également une valeur seuil 0 < $ < 1 et nous supposons que le point initial
(29,10, 59) est strictement réalisable de telle sorte que §(2%s% u°) < B pour u° =
(

mO)tSO

n

Dans ce qui suit, on présente ’algorithme primal-dual de la méthode de la tra-

jectoire centrale réalisable pour résoudre un programme quadratique convexe.

2.2.2 Algorithme ( Méthode de la trajectoire centrale réalisable )

Algorithm 2

Début Algorithme

e > 0 (un parametre de précision),

un parametre de mise a jour 6, 0 < 0 < 1

un parametre de seuil 5,0 < g < 1

un point initial strictement réalisable (2°,4°,s%) tel que §(z%s°, u°) < 3 et
0 = (10); §0

k=0

While (nu*) > ¢ do
1. calculer (Ax, Ay, As) solution du systéme (7)

2. mettre & jour (2Pt yFt R = (2F ok %) + (Ax, Ay, As)

3. poser pFtt = (1—0)pF = (1 —0)2 ot k=k+ 1.

n

End While.

Fin Algorithme.

Remarque 14 Si le point de départ ne vérifié pas la mesure de proximité i.e.,
6(z%s°, 1) > B, alors il n’y a aucune garantie concernant la convergence de ’algo-

rithme. Pour surmonter cette difficulté, nous introduisons le paramétre de poids pour
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forcer le point de départ dans le voisinage de la trajectoire centrale i.e., §(2°s°, u°) = 0.
D’ou le recours a l’'amélioration de cette méthode est necessaire qu’on décrit dans le

paragraphe suivant

2.3 Meéthode de la trajectoire centrale réalisable amé-
liorée pour (CQP)

2.3.1 Description de la méthode

On associé a (CQP) le probléme perturbé défini comme suit :

{minfw(w) = (f(x) — uiri lnmi) cAr=b,x >0 (CQP,)
i=1

p>0,7=(ry,ra,....,r,)" € R est le vecteur poids associé a la fonction barricre.
fur(x) est strictement convexe et les contraintes sont linéaires, alors les conditions de

K KT correspondantes sont nécessaires et suffisantes et s’écrivent comme suit :

Vf(z)—pX1r—Aly=0
Ax =1

x>0,y e R™

Az =10
=3 Aly+s—Qr=c (8)

xts = pr,

our € R est le parameétre poids, avec ;1 > 0 . L’ensemble de pi—central donne
un trajet homotopie, que 1'on appelle la trajectoire centrale du (CQP) et (CQD).

Si p — 0, la limite de la voie centrale existent depuis le point limite satisfont &
la condition de complémentarité, la limite d'un conduit e—solution approchée pour
(CQP) et (CQD,).

En appliquant la méthode de Newton pour le systéme (8), nous determinons les

équations suivantes pour les directions de descente (Az, Ay, As)
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Az + Az) =1b
Ally+ Ay) + (s + As) — Q(z + Ax) =0 (9)
(x + Ax)(s + As) = ur — xs.

Le systéme (9) peut s’écrire sous la forme :

Alx =0,
ANy + Ns — QAx =0, (10)

sAx + xA\s = ur — xs.

Ce dernier systéme peut aussi s’écrire comme suit :

A 0 O Ax 0
S 0 X As Ur — xs

ou X = diag(x), S = diag(s), I est la matrice d’identité d’ordre n. Le format
dans (11) est adapté a la mise en ceuvre numérique. D’ou le nouvel itéré est donné
par :

xt =4+ Ax, yT=y+ Ay, sT =5+ As,

et la condition de proximité est donnée comme suit :

1 -1
s =5 [V (2) - =]
2 wr ur
2
Maintenant, on présente 1’algorithme primal-dual de la méthode de la trajectoire

centrale amélioré pour résoudre un programme quadratique convexe .

2.3.2 Algorithme ( Méthode de la trajectoire centrale réalisable améliorée )

Algorithm 3.

Début Algorithme

¢ > 0 (un parameétre de précision),
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un parametre de mise a jour 0, 0 < 0 < 1

un parametre de seuil 5,0 < g < 1

un point initial strictement réalisable (2°,¢°,s%) et p° = (xo);RSO.
XOSU XOSO

o= % , = Te (le vecteur poids). R = diag(r;)

k=0

While (nu*) > ¢ do

1. calculer (Ax, Ay, As) solution de systéme (11)

2. mettre a jour (2Pt gt AL = (28 ok sF) + (Ax, Ay, As)
3. posons pMt! = (1 — )b = (1 — 0)2 B et | =k + 1.

End While.

Fin algorithme.

Dans la section suivante, on présente ’analyse de la complexité de cet algorithme.

Lorsque r = e, on obtient la méthode classique (algorithme 2).
2.3.3 Etude de la convergence

Nous allons définir

q \/E rs d 'z ds

= -, v = _— = = s
s ur Jur L\ /pr

ainsi que pour la direction d’origine Az et As, nous définissons

1
d Az etds:dAS, *)
VI VT

d, =

nous obtenons

sAx + xAs = prv(d, + dy)

et

AxNs = prd,d,
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Nous définissons aussi

A= IAD, Q = /uDQD, ot D = diag(d)

Le systéme (11) s’écrit comme suit

Ad, =0
AAy+d,—Qd, =0 (12)
dy + ds = py
ou
po=v"—v

Pour l'analyse de notre algorithme, nous définissons la mesure de proximité é(xs, )

comme suit :

ol _ 1

0(v) =d(zs, p) === =3

lo™ =]l

En raison des deux premiéres équations du systéme (12), les direction d, et d, sont
orthogonaux. Ainsi

did, =d'd, =0,
et on peut facilement vérifier que
) =0+ v=v"'<=d, =d, =0 <> x5 = pr.

Ainsi, la valeur de 6(v) peut étre considérée comme un mesure de la distance entre
la paire donnée (z, y, s) et p-centre (x(u), y(p), s(u)). Les nouvelles directions de
descente d,, et dy sont obtenues en résolvant le systéme (12) avec p, = +(v™ — v).

Puis les directions de descente Az et As sont calculées par (x).

Lemme 15 [65] Soit (d., ds) la solution du systéme (12) et si la mésure de prozimité

§d=0(xs,u) < B et u>0. Alors, on a

0 < dd, <26 (13)
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et

ldods ]l < 6% et |ldudy]l, < V267 (14)

Lemme 16 Soit (x,s) wune itération primal-dual strictement réalisable.

Sie+d,d, >0, alors 7 =z + Az, st =s+ As.

Preuve. Soit 0 < a <1 est le pas de déplacement.
nous définissons

z(a) =z + alzx, s(a) =s+ als,

on a

z(a)s(a) = (z+ alz)(s+ als)
= w5+ a(zAs + sAz) + ol Axs

= s+ a(ur —xs) + o’ AxAs.

Nous supposons que e+d,ds > 0, on déduit que pur+AxzAs > 0, ce qui correspond

a Ax/s > — pur, par substitution, on obtient

z(a)s(a) > xs+alpr —zs) — a’ur
= (1—a)zs+ (a—a®)ur

= (1—a)zs+a(l —a)ur.

Puisque, s > 0 et pr > 0, il s’ensuit que z(a)s(a) > 0 pour tous « €]0, 1].
Ainsi, aucune des entrées de z(«) et s(a) disparaitre pour « €]0, 1].Comme x° et
sY sont positifs, ce qui implique que z(a) > 0 et s(a) > 0 pour « €]0, 1]. Ainsi, par la
continuité des vecteurs z! et s doit étre positif qui prouve que x* et s™ sont positifs.
Ceci termine la preuve. m
Maintenant, pour plus de commodité, nous pouvons écrire
xtsT

(U+)2 - ur =e+ dxds
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Lemme 17 Si la mesure de proximité 6(v) = 6(xs, ) < 1, alors = >0 et sT > 0.
Preuve. Dans le lemme (16), on a (z™, s7) sont strictement réalisable si
(e +d,ds) > 0.

(e +dyds) > 0 est vrai si (1 + (d.ds);) > 0 pour i € R™.
On a
(14 (dods)i) = (1= [(dads)s|, pour € R"
> (1-0%.
Ainsi
(e +dyds) > 0sid(xs, ) < 1.

Ceci termine la preuve. m
Dans le lemme suivant, on va prouver la convergence quadratique pour notre

algorithme

Lemme 18 Soit la mesure de prozimité § = §(xs, ). Si 6(xs, u) < 1 alors

52
(a5t i) € ——
2(1 — 6%)
Preuve. On suppose que o = 1,
on a
_ 2
407 = @) =0t
= J@H)He— @),
N +\2 +\—-1 _ 1 1 & :
ou (vh)? = (e+d,ds) et (vF) ' = — il s’ensuit que
ddy |
452+ = ||——%7s
(e + dydy) )
2
B dyds
(e + dydy) )
.l
T (1= [ldeds )
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On déduire

26*
45% <
(1 =67
d’ou,
2
5o
2(1 —6%)

D’ou le résultat. m
Dans le lemme suivant, nous discutons de 'influence sur la mesure de proximité
d’un parametre de barriere ™ = (1 — ) pendant le processus de Newton le long de

la trajectoire centrale.

Lemme 19 Soit §(xs, 1) < \/Li et um=(1—-0)pu, 0<0<1. Alors

Patst, ut) < (1—9)5i+%+g.

En outre, si § < 1 H—Tetn>2 alors, on a 6(xtst, u* )g\/%

Preuve. Soit v = ﬂ/ﬁﬁ et ut = (1 —0)u, alors

2005t ) = pr atst
45( y b ) - JI+S+ M+7"
2
= V1 =0(")"
2
= VI=48(( vt
(0 T@ 2
= (=) —v*[+ m ot ]; =26 ()7 = o) o
= (=0 [ =ty + 75 [, = 200) ot + ot
2
= 41 =005 + T [[o" ], — 26m + 20 [l
puisque,

Yt tot — [lF]2 2 o4
(vH) "'t =net (vt = v ||2,etona5+§2(?+6+).Alors

5t 0*

46%(ats ", ut) < 4(1 - 0) ) 1= [0 |12 — 200 + 26 ||[v*]]3,
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comme,

st = pr(e + dydy),

d’apres le lemme (19), on a

o] =

+
e =e+d,d, <1+ mn.
’

En conséquence,

5t 0? 2
46%(x s, ) < 4(1 -0 T —20n + 26 1
et
*(n+1) 6
8 (zTsT, put 1—6)6% + —— 2+ .
La derniére déclaration de la preuve est la suivante. Si § < ﬁ , alors (5%r = i et

cela donne la partie supérieure suivante a destination de 6(zs™, u™) :

1-6) mn+1) 0
20+ ot +<( z
6 (xTst,ut) < 1 +4(1—«9)+2‘

Maintenant, en tenant 6 = 5 \F’ alors 02 = L - il s’ensuit que

i +<1—9> N
41— 0) 4 2’

O (xtst ut) <

|w

comme ( ) < 2 pour n > 2, alors, on a

3 0+1
+t ot
A S S mazgt

Pourn >2 ona0 <6< \f et la fonction f(0) = 2(1379) + &1 est continue et
monotone croissante sur 0 < 6 < 5 \f,

par conséquent, f(0) < f(ﬁ) <1, pour 0 <6< -

On obtient

d’ou le résultat. m
Le théoréme suivant donne une borne supérieure pour le nombre total d’itérations

pour notre algorithme
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Théoréme 20 Soit (2°, 4°, s°) une solution initiale strictement réalisable,
= w et 6(x0, s, u0) < % Par ailleurs, soit x* et s* les vecteurs obtenus

apres k itération, alors(z®)'s” < e est vérifiée pour tout k > 5 log(w» .

Preuve. On a

($k+1)t8k+1 < uk(n—i— 1)7

avec,
pf= 1= = (1-0)*
alors,
(ZF1YEsR < (1 — 00 (n + 1),
ainsi,

(1—0)u’(n+1)<e.

Maintenant, en prenant logarithmes de (1 —6)*1.°(n+ 1) < ¢, nous pouvons écrire

log((1 — 0) u’(n +1)) < loge
équivalent
klog(1 —0) <loge — log u°(n + 1),

on sait que log(1 —6) < 6, pour 0 < # < 1, alors 'inégalité ci-dessus est vérifiée si

(2°) Rs® + uf

k> 5 [los )

Ceci termine la preuve. m
2.3.4 Tests Numeériques

Dans cette section, nous traitons l'algorithme 2 et 'algorithme 3 appliqué
A certains problémes convexes quadratiques. Ici, nous avons utilisé (z°,¢°, s%) pour
désigner la stricte solution réalisable initiale de ’algorithme (voir Annexe), tels que

§(2°, 5%, u°) < /2. Tter désigne le nombre d’itérations produit par 1’algorithme pour
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obtenir une solution optimale. f(z*) désigne la valeur optimale primale de la fonction
objectif & x*, f(y*,s*) désigne la valeur optimale duale de la fonction objectif &
(y*, s*) et u* désigne la valeur de controle de I'arrét de l’algorithme. le programme est
manipulé en DEV C++. Notre tolérance (précision) est e = 1076, Pour le paramétre

de mise & jour, nous avons d’abord utilisé la stratégie théorique de 0, 0 < 6 < 1.

Exemple 1.
1
min{ﬁthx%—ctx:Ax:b,wZO},
ol
2 00
-1 10 1
Q=020 A= , b= :
1 11 2
0 00

=( 2 1 0).

La solution initiale primale strictement réalisable est :

2% = (0.193812 1.193810 0.612381),

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale primale : 8 itérations.
La solution initiale duale strictement réalisable est :

y° = (—0.000003 — 1.664125),

sY = (0.051764 0.051764 1.664132),

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale duale : 17 itérations.

Les résultats numériques de cet exemple sont résumés dans le tableau ci-dessous :
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Algorithme 2. Algorithme 3.

6(20s%, 10) = 4.228485 > /2 §(2°5%, 1) = 0.000000 < /2

0 Tter  f(z7) fly*,s%) w
0.15 69 —4.499988 —4.499966 9 x 10e — 06
020 50 —4.499986 —4.499965 9 x 10e — 06
025 39 —4.499987 —4.499967 9 x 10e — 06
0.30 32 —4.499990 —4.499967 & x 10e — 06

Diverge
0.35 26 —4.499985 —4.499967 10 x 10e — 06
0.45 19 —4.499987 —4.499968 9 x 10e — 06
0.65 12 —4.499996 —4.499966 4 x 10e — 06
0.70 10 —4.499989 —4.499966 8 x 10e — 06
095 5  —4.499994 —4.499966 5 x 10e — 06
Exemple 2.
1
min{ﬁxth +cr: Ar=b,x > 0} ,
ol
4 -2 0 0
1110 2
Q= -2 4 00 | A= , b= ;
1501 5
0O 0 00

c=( 1 6 00).

La solution initiale primale strictement réalisable est :

2% = (0.605512 0.835697 0.558794 0.216010),

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale primale : 7 itérations.
La solution initiale duale strictement réalisable est :

y? = (—3.036075 — 0.260399),
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sY = (0.047168 0.469876 3.036084 0.260408),
nombre d’itérations pour calculer la solution initiale duale : 16 itérations.

Les résultats numériques de cet exemple sont résumés dans le tableau ci-dessous :

Algorithme 2. Algorithme 3.
5(20s0, u0) = 4.228485 > /2 §(2°s°, u®) = 0.000000 < /2
0 TIter  f(2%) fly*ss*) p*

0.15 72 —=7.161293 —-7.161268 9 x 10e — 06
0.20 53 —7.161294 —-7.161268 8 x 10e — 06
025 41 —-7.161293 —7.161268 9 x 10e — 06
030 34 —7.161294 —7.161265 7 x 10e — 06

Diverge
0.35 28 —7.161293 —-7.161270 9 x 10e — 06
0.45 21 —7.161294 —-7.161265 7 x 10e — 06
0.65 13 —7.161294 —-7.161260 5 x 10e — 06
0.70 12 —-7.161293 —7.161258 3 x 10e — 06
095 7 =7.161294 —-7.161252 1 x 10e — 06
Exemple 3.

1
min{ﬁxth%—Ctx Az =b,x > 0},

ou
20 1.2 05 05 —1
12 32 1 1 1 1 12 1 18 0
Q=105 1 14 1 1 |,A=] 3 -1 15 -2 1 |,
05 1 1 15 1 -1 2 =3 4 2
-1 1 1 1 16
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9.31

b= 545 ,Cz(l —-15 2 15 3)-

6.60

La solution initiale primale strictement réalisable est :

2% = (2.797350 1.242208 1.149637 2.151306 0.878306),

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale primale : 7 itérations.

La solution initiale duale strictement réalisable est :

y° = (21.4412529.2574244.227999),

sY = (14.224366 20.858749 1.121712 1.446803 1.085264),

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale duale : 17 itérations.

Les résultats numériques avec ce probléme sont résumés dans le tableau ci-dessous :

Algorithme 2. Algorithme 3.
6(20s%, 10) = 4.228485 > /2 §(2°5°, 1) = 0.000000 < /2
0 Iter  f(z") fly,s7) w
0.15 90 172.732666 172.732544 10 x 10e — 06
0.20 66  172.732773 172.732483 9 x 10e — 06
0.25 51  172.732727 172.732468 10 x 10e — 06
Diverge 0.30 42 172.732697 172.732574 7 x 10e — 06
0.35 35 172732712 172.732483 7 x 10e — 06
0.45 25 172732742 172.732513 8 x 10e — 06
0.65 15 172732727 172.732498 4 x 10e — 06
0.70 13 172732697 172.732513 5 x 10e — 06
0.95 6 172732727 172.732529 4 x 10e — 06
Exemple 4.

1
min{ﬁxth%—Ctx Az =b,x > 0},
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ou

1 21 O 1 -1 1 0 1 05 1

1 0 15 -05 -2 1 0 1 1 1

1 1 —0.5 30 3 -1 1 -1 05 1

1 -1 =2 3 27 1 0.5 1 1 1
@ 1 1 1 -1 1 16 —-05 05 0 1 ’

1 0 0 1 0.5 —-0.5 8 1 1 1

1 1 1 -1 1 0.5 1 24 1 1

1 05 1 0.5 1 0 1 1 39 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11

1 -1 19 125 12 04 -07 106 15 1.05
A=1 13 12 0.15 2.15 125 15 04 1.52 1.3 1 5

1.5 —-11 35 125 18 2 195 12 1 -1
11.651
b= 16.672 |, c= ( -05 -1 0 0 =05 0 0 -1 —-05 -1 >

21.295

La solution initiale primale strictement réalisable est :
1.475426 0.868316 1.752137 1.637813 1.560784

r = )

1.926482 1.538978 1.416004 1.223422 0.728767

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale primale : 6 itérations.
La solution initiale duale strictement réalisable est :
y° = (5.656631 16.708544 3.673377),
23.525881 12.616838 2.999578 7.234838 15.434731
T 0.836241 9.222806 5.6565592 3.057934 1.441667 ’

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale duale : 16 itérations.

Les résultats numériques avec ce probleme sont résumés dans le tableau ci-dessous :
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Algorithme 2.

Algorithme 3.

5(20s0, u0) = 3.484792 > /2

§(2%5%, 1) = 0.000000 < /2

0 Tter  f(z") fly,s7) Ty
0.15 89  264.542755 264.543365 9 x 10e — 06
0.20 65  264.542755 264.543549 9 x 10e — 06
0.25 50  264.542725 264.543518 10 x 10e — 06
Diverge 0.30 41  264.542694 264.543488 8 x 10e — 06
0.35 34  264.542786 264.543518 8 x 10e — 06
0.45 25 264.542725 264.543518 6 x 10e — 06
0.65 14  264.542755 264.543549 9 x 10e — 06
0.70 13  264.542725 264.543579 4 x 10e — 06
0.95 6  264.542725 264.543640 1 x 10e — 06
Exemple 5.

1
min{§$th‘+Ct$ cAr =0b,x > 0},

ou

44




2 —-10000O0O0O0TO0O
-11 000000 O0O00O0
0O 0 21 0000O0TO0TO0
0 0 1 1000O0O0TO0TO0
0O 0 00O0O0O0OUOO0TO0O
Q=0 0 00O0O0OGO0OO0O0O0]|,
O 0 00O0O0O0UOO0TO0O
0O 0 00O0O0OUOO0TO 0O
0O 0 00O0O0OUOUO0TO 0O
0O 0 00O0O0OUOUO0TO 0O
0O 0 00O0OOUOUO0TO0O
1 2 1 11000000 5
32 1 10100000 4
0 -1 =4 00010000 1.5
A=l -1 0 0 00 O0O0T1TO0O0TUO0O],0=] 0 [,
0O -1 0 00O0O0OO0T1O0O0 0
0O 0 —-1000O0O0UO0T1OQO0 0
O 0 0O 1 000O0TUO0TO01 0

C=<—1—31—10000000>-
La solution initiale primale strictement réalisable est :

0.130437 1.421849 0.709742 0.000010 1.316122 0.055277
0.082906 0.130437 1.421849 0.709742 0.000010

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale primale : 15 itérations.

La solution initiale duale strictement réalisable est :

0 —0.222487 —0.716910 —0.016919 —0.098474 — 0.072830
y = Y
—0.394631 — 0.084645
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0.113781 0.080468 3.031929 0.733798 0.222491 0.716914

0.016924 0.098479 0.072834 0.394635 0.084649

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale duale : 25 itérations.

Les résultats numériques avec ce probléme sont résumés dans le tableau ci-dessous :

Algorithme 2.

Algorithme 3.

§(20s0, u0) = 381.432709 > /2

§(2°5°, 1) = 0.000000 < /2

0 Tter  f(z%) fy*,s%) p
0.15 76 —4.155189 —4.155192 9 x 10e — 06
0.20 56 —4.155189 —4.155187 8 x 10e — 06
025 43 —4.155189 —4.155196 10 x 10e — 06
Diverge 0.30 35 —4.155189 —4.155194 9 x 10e — 06
0.35 29 —4.155189 —4.155197 10 x 10e — 06
0.45 22 —4.155188 —4.155176 6 x 10e — 06
0.65 13 —4.155189 —4.155178 6 x 10e — 06
0.70 12 —4.155189 —4.155164 3 x 10e — 06
090 7 —4.155189 —4.155174 6 x 10e — 06
Exemple 6.

min {f(z) : Az < b,z > 0},

ou f(x)=0.522 + 6.5x; — x5 — 223 — 314 — 275 — T,

1

A=1 2

0.2

—0.1

2 8
—4 -2
0.5 0.2
2 0.1
—-0.5 2

1

-3
—4
5

3
4
-1
2
)

5
—1
—4
2
3

26
—11
24
12

3

La solution initiale primale strictement réalisable est :
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0.298856 1.671936 2.310770 0.104127 0.669299 0.185316

0.832510 0.7839842 3.827036 7.072518 1.514232

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale primale : 11 itérations.
La solution initiale duale strictement réalisable est :

y° = (—0.590339 — 0.084560 —0.010448 — 0.092916 — 0.049575),
6.747187 0.008723 7.389776 0.019236 0.036791 2.159913

Y

0.590347 0.000008 0.010457 0.092924 0.049583

nombre d’itérations pour calculer la solution initiale duale : 28 itérations.

Les résultats numériques avec ce probléme sont résumés dans le tableau ci-dessous :

Algorithme 2. Algorithme 3.
§(20s0, u0) = 34.102821 > /2 §(2%s°, u®) = 0.000000 < /2
0 TIter  f(a*) fly*ss*) Iy

0.15 82 —17.695480 —17.694429 9 x 10e — 06
0.20 60 —17.694048 —17.694429 9 x 10e — 06
0.25 47 —17.693722 —17.694424 8 x 10e — 06
Diverge 030 38  —17.69411 —17.694429 8 x 10e — 06
035 31 —17.695181 —17.694433 10 x 10e — 06
045 23 —17.694525 —17.694433 7 x 10e — 06
0.65 13 —17.692478 —17.694433 10 x 10e — 06
0.70 12 —17.695179 —17.694433 4 x 10e — 06

2.8.4.1 Conclusion et commentaires

Les méthodes de points intérieurs de type Newtonienne sont connues par leurs
simplicités algorithmiques, de complexité théorique polynomiale.
L’inconvénient majeur de ce type des algorithmes est I'initialisation c’est-a-dire,

comment choisir le point de départ.
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Le premier algorithme (Algorithme 1) le choix de ce point est arbitraire ou le
point initial ne vérifie pas la condition de faisabilité (contraintes), les résultats obtenus
sont trés satisfaisants et encourageants. Pour I'algorithme 2 et I'algorithme 3 le
point initial calculer vérifie la condition de faisabilité (contraintes), mais 1’algorithme
2 est divergent c’est-a-dire le point initial ne vérifie pas la condtion de proximité. Pour
assurer la convergence de cet algorithme nous introduisons le parameétre de poids et
en utilisant une stratégie pratique, ainsi on obtient un bon comportement théorique

et numérique de ce type de méthode présenté dans 1’algorithme 3.
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Chapitre III

ALGORITHMES DE RESOLUTION D’UN
PROBLEME DE COMPLEMENTARITE

LINEAIRE (LCP)

Dans ce chapitre, nous présentons deux types d’algorithmes de points intérieurs
pour résoudre un probléme de compléméntarité linéaire (LC'P). Le premiér est une
description d’'une méthode projective, qui est une extension de la méthode de Karmar-
kar appliquée a la programmation linéaire simplifieé. Le deuxiéme algorithme est une
méthode Newtonienne, ol nous étudions ’analyse de la complexité polynomiale et la
mise en ceuvre d'un algorithme numérique pour petit pas de points intérieurs basé
sur la fonction du noyau. Notons aussi que notre analyse est basée sur une nouvelle

classe de directions de descente.

3.1 Méthode de Karmarkar

En 1984 Karmarkar [43] propose un algorithme de résolution d’un programme
linéaire de la forme :

w* =min {cz: Az =0,z € S, } (KP)

pour lequel on connait & priori la valeur optimale w* = 0 et une solution réalisable
a = <= (centre du simplexe Sy,).

A est une matrice de R™*" et de rang plein.

Sy = {x ER x>0, Z;l T = 1} est le simplexe de dimension (n — 1).

On suppose que :

(Hypothese 1) La matrice A est de plein rang ( rgA =m < n ).
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(Hypothese 2) On dispose d’un point 2 strictement réalisable (Az? = b, 2° > 0)

(Hypothése 3) La valeur optimale est connue au départ.

3.1.1 Principe de la méthode

A partir d'une solution initiale 2° = a, I’algorithme construit une suite de points
intérieurs qui converge vers la solution optimale du probleme. Dans le but de ramener
la valeur objectif a zéro, on le minimise localement sur une sphére inscrite dans
I’orthant réalisable.

Pour chaque itération k, I'itéré ¥ > 0 est ramené au centre de simplexe S, par la

transformation suivante :

Tk . Sn — Sn

r — Ty(x)=y

ou

- Dyy .
Tk(l’) = m =Y et Tk 1<y> = m, avec Dk = dlag(xk)
k n

Le probléme (K P) s’écrit comme suit :

CtDky ADky -
i : =0 i =1y>0 15
e {e%Dky ehDwy ; y Y (1%)

Les hypothéses de départ permettent d’obtenir le programme de Karmarkar sim-

plifié :

min{ctDky:ADky—O,Zyi—1,y>0}. (16)

i=1
Pour la résolution du probléme (16), on a le Lemme suivant :
Lemme 21 [}3] Si pour un programme linéaire donné on connait une solution réali-

sable y° tel que (v > 0,i=1,....n+ 1), alors Uellipsoide :

— (v —99)?
ell = ye%n—i_lizz(yT;S62,o<ﬁ<l
i=1 i

est dans lintérieur de l'orthant positif de 3" 1.
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D’apres le Lemme 21, si on ajoute au probléme (16) la contrainte :

1
yeR":|ly—a]| <aroul<a<letr=———,
Vvn(n+1)

on obtient alors le probléeme suivant :
n
min {ctDky : ADpy = 0, Zyl =1,y —al®* < (ozr)z} : (17)
i=1
ceci est un probléme d’optimisation sur une sphére, dont la solution optimale est

donnée a ’aide du théoréme suivant :

Théoréme 22 [43] La solution optimale du probléme (17) est donnée explicitement

AD,,

par : y* = a — ard®, ou d* = Hik” avec p* = Pp, (Dyc), By, =
t
e’fl

A chaque itération k, on revient & la variable initiale x en appliquant la transfor-
mation inverse T} ! et ainsi de suite jusqu’a ce que le test d’optimalité (c'z”* < ¢) soit

verifié.
3.1.1.1 Algorithme de Karmarkar

Début Algorithme

Initialisation

€ > 0 est un paramétre de précision

2® = a = = est une solution initiale, e, = (1,...,1) € R"
k=0

Tant que (c'z* > ¢) faire

1. Construire
Ay

t
En

Dy, = diag(z"), Ay = ADy, By, =
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2. Calculer

P* = pp,(Dyc) = [I — By(BxB}) "' Bi] Dyc, (la projection sur le noyau de By)

¢ - D
gl
v = a—ard*onr= ———=,0<a<1
n(n—1
3. Prendre
D k
k+1 =1y, k kY

Fin Tant que

Fin Algorithme
3.1.2 Etude de la convergence

Théoréme 23 [/3] A chaque itération k, le point y* vérifie :

ctDra — n—1

tTy ok
' Dyy <1 Q

Pour établir la convergence de 'algorithme, Karmarkar introduit a I'objectif la

fonction potentiel suivante :

= E tfini : " Az = E =1,
f(z) In( ” ), définie sur {x eER":x>0,Ar=0,) }

i=1 g i=1

Lemme 24 [/3] Soit 2 le k™ itéré de ’algorithme, alors :
cta*

—— < (exp (f(z") = f ("))

ctad —

3=

Karmarkar montre que la convergence de ’algorithme est réalisée en O(ng+nlnn)

itérations pour 0 < a < i.
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Théoréme 25 [45]/ Si0 < a < 1 eta® = <, Ualgorithme calcule la solution optimale
aprés O(nq + nlnn) itérations tel que :

1) ctz* =0,

t..k _ N P z
2) 5% < e =277 ou q est une précision firée.

3.2 FEaxtension de la méthode de karmarkar
3.2.1 Introduction

nous considérons le probléme de complémentarité linéaire (LCP) : trouver des

vecteurs = et y de R” qui satisfont aux conditions suivantes :
x>0, y=Mzr+q>0etaly=0,

ou ¢ est un vecteur donné dans R™ et M est une matrice réelle donnée de R™*™.
LCP a des applications importantes dans la programmation mathématique et les
différents domaines de l'ingénierie [3][15]. Les méthodes de la trajectoire centrale
primal-dual sont les méthodes les plus attrayants parmi les méthodes de points inté-
rieurs pour résoudre un large éventail de problémes d’optimisation en raison de leur
complexité polynomiale et leur efficacité numérique [1][2][5][18][68][69][71]. D’apres
le papier de Karmarkar [43] un certain nombre de différents algorithmes de points
intérieurs ont été proposées et analysées [73][81][82][57]. Les méthodes primal-dual
de points intérieurs (I PMs) pour les problemes d’optimisation linéaires (LO) ont
d’abord été introduit par Kojima et al. [52] et Megiddo [58]. Ils ont montré leurs
compétences dans la résolution de grandes classes de problemes d’optimisation.

L’idée principale de cette méthode est basé sur le remplacement d’un probleme de
complémentarité linéaire par un programme quadratique convexe. Aprés ’apparition
de l'algorithme de Karmarkar [43], les chercheurs ont introduit des extensions pour
la programmation quadratique convexe [4][45][59][61][78]. Nous proposons dans cette

section une méthode de points intérieurs de type projectif pour résoudre un probléme
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plus général ou la fonction objectif n’est pas forcément linéaire. Nous combinons

I’approche de linéarisation avec des ingrédients apportés par Karmarkar.
3.2.2 Présentation du probléme

Nous considérons le programme non linéaire convexe (C'N P) sous la forme stan-
dard suivant :
min {f(x): Axr =0, x > 0}, (CNP)
ou f: " — R est une fonction convexe non linéaire, A € ™" rg(A) =m, b €
R
Le dual du (CNP) :

maX{L(:p,y, s): Aly+s=—-Vf(zx), s>0, yc %m} ,

ou L(z,y, s) est la fonction lagrangienne.
Le probléme de complémentarité linéaire associé & la programmation non linéaire

convexe (CNP) est rédigé comme suit :

Trouver z € R"" : 2w =0, w=Mz+q, (w, z) >0 (LCP)
Vif(x) A
ounw € R"™ 2z = (z,y) € R, M = (z) c Rrtm)x(n+m) of
-A 0
g € Rt

Remarque 26 En général, on ne peut transformer un probléme de complémentarité
linéaire arbitraire a un programme quadratique convexe si et seulement si la matrice

M est semi-définie positive.

Théoréme 27 [81/Un probléme de complémentarité linéaire est équivalent au pro-

gramme quadratique convexe suivant :
min {z'(Mz+¢q): Mz+¢q >0, z >0}, (18)
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ot (2%, Mz* 4 q) est une solution du probléme de complémentarité linéaire si et

seulement si z* est une solution optimale du probléeme (18) avec (z*)'(Mz* + q) = 0.

Dans la section suivante, nous introduisons l’algorithme de Karmarkar pour ré-

soudre le probléme de complémentarité linéaire (LCP).
3.2.3 Préparation de P’algorithme

Nous pouvons écrire le probléme (18) sous forme simplifiée qui suit Karmarkar :

min {g(t) : Bt = 07 te Sn-l—m—l—l} ) (19)
oll g : R+l R est une fonction linéaire, convexe et différentiable, B est

une matrice, ¢ est un vecteur et Spi;,41 = {t € R el |t =1¢>0} est le

1=1,..., n+m+1.

simplexe de dimension (n +m) et de centre a; = —— +71n =y

Nous introduisons une transformation projective de Karmarkar définie par :
T, : R — n+m+1
z —t,

ol

Alors, on a

ou

tn +m] = (D 2)tnymer = (2)i2", Dy = diag(z).
Ainsi, le probléme
min{ f(z) =z"(Mz+¢q): Mz+¢>0}

& min{ f(z) =2 (Mz+q): Mz=1},
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est transformée comme suit

D.t n+m+1
min {f(Tkl(t)) : MM =10, >, ti=1,tln+m] >0, tpimi1 > 0} . (20)
n+m-+1 i=1

par conséquent, il est conseillé d’écrire (20) sous la forme :
min{g(t) = tpymerf(Ditln +m]) : Mt =0, t € Spymy1 ) - (21)

ou

tln +m|
My, = [MDy, -], t=

tn+m+1
Noté que la valeur optimale de g est égal a zéro et le centre du simplexe est

réalisable pour (21), également noté que la fonction g est convexe sur ’ensemble :
{t € Sn+m+1 Myt = O} .

En linéarisant la fonction g au voisinage de centre du simplexe a;, et en introdui-

sant une boule de centre a considérée comme voisinage de a , alors, on a :
g(t) = gla) + (Vg(a),t —a), pourt € {t € R |1t — o] < 62} .
On obtient le sous probléme suivant :

min {Vg(a)'t : Myt =0, ¢}, .1t =1,]|t — al’ < B*}. (22)

Lemme 28 La solution optimale du probléme (22) est donnée explicitement par :

th = a — Bd*,
M,
ot d* = ﬁ, P* =pp,Vy(a), By = t
€n+m+1
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M,
Preuve. On pose z =t — a, alors on a Bz = (t —a) =0, et le sous

t
6n+m+1

probléme (22) est équivalent a :

min {Vg(a)'z : Byz =0, |2]]* < 8%}, (23)
2* est une soulution de (23) si et seulement si I\ € R Jy > 0 tels que :
Vg(a) + BiA + pz* =0, (7)
En multipliant les deux membres de (24) par By on obtient :

BiVg(a) + ByBi\ + uBrz* = 0
Bng(a) + BkB};)\ = 0,
alors, on obtient
A= —(ByB}) " (BkVy(a)),

en substituant dans (24) on obtient
1
2t = —=P" ouP* = [I — Bi(B:B}) ' Bi] Vg(a),
0

et
Pk

= _Bdk7
[l

* 1 *
|| = = ||P*|| =8 = 2" = -8
1
ainsi
th =t"=a+ 2" =a— Bd".
d’ou le résultat. m

Dans la suite , on présente ’algorithme générique de notre extension.

3.2.4 Algorithme (Extension d’une méthode projective pour résoudre (LC P))

Début Algorithme

Initialisation :
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€ > 0 est un parametre de précision donné
0 < B <1, 2°: est une solution strictement réalisable.
k=0

Tant que (f(z*) — f(z*) > ¢) faire

1. Construire

ok My,
Dy, = diag(2"), My, = [M Dy, I}, B, =
€£L+m+1
2. Calculer
P* = pp,Vyg(a) = [I - Bi(B:B}) ' Bi] Vyg(a)
¢ = 2
| P¥|
t" = a—pd*
Prendre
PR Tk_l(tk).
kK = k+1

Fin Tant que

Fin Algorithme.
3.2.5 Convergence de ’algorithme

Pour établir la convergence de notre algorithme, nous introduisons une fonction

potentielle associée au probléme (18) définie par :

n+m

F@)ZOPHn+Uk%U@)—f@ﬂ%—g;bﬂal

Nous avons le lemme suivant

Lemme 29 Pour chaque itération, on obtient une réduction de la fonction g i.e :
g(t") < g(a).
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Preuve.

On a

alors:

o(t") — gla) — <v9<a>7 —BH]]Z—kH>

B
- ||Pk|| (Vg(a), P5)

2
7 || pk
e 17
d’ou le résultat. m
Théoréme 30 A chaque itération de lalgorithme, la fonction de potentiel est réduite

a une valeur constante de telle sorte que :

F(Z*) < F(2%) =6, avec0 <6< 1.

Preuve.
On a
f(szrl ntm SR+l
FMY —F() = (n+m+1)log [ f(zk) } Z log ( )
n+m
= (n+m+1) log Zlog tk
5 5
s (n4m+1)log <1_ ntmil 2(1—5)2) ’
8
= Pra-pe

nous pouvons utiliser le résultat de Karmarkar [43] suivant :

n+m 2
B

_; log (tf) S Q(TB)Z,
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alors

d’out le résultat. m

Sous les hypotheéses suivantes :

Hypothése 1. La solution initiale 20 vérifie 20 > 272Fe,, .. 1.

Hypothése 2. La solution optimale z* vérifié z* < 22%e,, 41, pour chaque solu-
tion z, on a —23F < f(z*) < 23L.

Dans le théoréme suivant, nous étudions ’analyse de la complexité de notre ex-

tension.

Théoréme 31 L’algorithme trouve la solution optimale aprés O((n +m + 1)L) ité-

rations.

Preuve.

On a

PR FE) o [FEY - PR
7~ e - ") p{ ntm }

d’aprés les hypothéses on a : 7(z%) < 220 alors :

F4) - f() < 22L<f<z°>—f<z*>>exp{

S 22L23L exp (_—ké>
n+m+1

F(Z’“)—F(Z“)}
n+m-+1

d’ou,
k>&n+m+1)L, on e RN
d’ou le résultat m

3.2.6 Tests Numériques

Dans cette section, nous traitons notre algorithme appliqué a certains problemes
de LC'P monotone. Nous avons utilisé (2°)" = ((z°)%, (y°)!)" pour désigner la solution

initiale réalisable de ’algorithme, z* est la solution optimale de probléeme LCP et
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Iter désigne le nombre d’itérations pour trouver la solution optimale. Le programme

est manipulé sur DEV C++. La précision est € = 107°.

Exemple 1 :

t
M= -2 —-100 0 7Cl—<—4 —5873)
-1 -2 0 0 0

0 -1 0 00

La solution initiale est :

t
z“—(2 2 2 2 2)

La solution optimale est :

t
2*2(232 1 1)-

Iter : 6.
Exemple 2 :
0 0 0 0 0 3 08 032 1.128 0.0512
0 0 0 0 0 0 1 08 032 1.128
0 0 0 0 0 0 0 1 0.8 0.32
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0.8
V- 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 |
-3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-0.8 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
-0.32 —-08 -1 0 0 0 0 0 0 0
-128 -032 —-08 -1 0 O O 0 0 0
—0.0512 —-1.28 —-0.32 —-08 -1 0 O 0 0 0

t
Q—(—0.0256 —-0.064 -0.16 -04 -1 1 1 1 1 1>
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La solution initiale est :

t
202(0.18 0.18 0.18 0.18 025 3 4 5 6 9)

La solution optimale est :

t
Z*—(0000100001>
Iter : 11.

3.3 Algorithme a petit pas pour (LCP)
3.3.1 Introduction

nous considérons le probléeme de complémentarité linéaire (LCP) : trouver des

vecteurs = et y € RN qui satisfont aux conditions suivantes :
x>0, y=Mr+q>0etaly=0, (24)

ou ¢ est un vecteur donné dans R" et M € R™*" est une matrice. Le (LCP) a
des applications importantes dans la programmation mathématique et les différents
domaines de I'ingénierie. Les méthodes de points inérieurs (/ PM s) pour résoudre 1’op-
timisation linéaire (LO) ont été initiées par Karmarkar [44]. Ils ont non seulement une
complexité polynomiale, mais sont également trés efficaces dans la pratique. Les mé-
thodes de ponits intérieurs (I PMs) réalisables commence par une étude de faisabilité
strictement réalisable et de maintenir pendant le processus de solution. Les méthodes
de ponits intérieurs (I PMs) réalisables exigent que les points de départ doivent sa-
tisfaire exactement les contraintes et sont strictement positifs, i.e., ils se trouvent &
Iintérieur d’une région définie par les contraintes. L’extension des méthodes de ’op-
timisation linéaire aux problémes (LCP) a été un succés dans de nombreux cas. voir,
e.g.,[42][70].

Dans cette partie, nous étudions 'analyse de la complexité et de mise en ceuvre
d’un algorithme & petit pas par une méthode de points intérieurs. Cet algorithme est
basé sur la stratégie de la trajectoire centrale pour trouver une nouvelle directions de

descente.
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3.3.2 Présentation du probléme

Soit le probléme de compléméntarité linéaire suivant :
r>0,y=Mzr+q>0etaly=0, (25)

L’ensemble de réalisabilité, I’ensemble strictement réalisable et ’ensemble de la

solution du probléme (25) sont désignés respectivement par

F={(z,y) eR*":y=Mzx+q,x>0,y >0},

o

F=A{(x,y) e F:x >0,y >0},

et

Q={(z,y) € F:2>0,y>0,2'y=0}.

Dans ce qui suit, nous supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées.
o

Hypothése 1. F # ().

Hypothése 2. M est une matrice semi-définie positive.

Le probléme (25), est équivalent au probléme d’optimisation suivant : voir [81].

min {z'y: x>0,y > 0,y = Mz +q}. (26)

Par conséquent, trouver la solution de (25) est équivalent a résoudre le probléme
(26) avec sa valeur objectif est zéro.
Afin d’introduire une méthode de points intérieurs pour résoudre (26), nous in-

troduisons le probléme pénalisé suivant :
min {f,(z,y) 1y = Mz +q,2 > 0,y > 0}, (27)

ou fu(x,y) =a'y— ,UZTZ' log(z;y;), 1 > 0 est le parameétre barriére et
i=1

r = (ry,ro,..m) € J} est un vecteur poids présenter a faire en sorte que le

point initial (z°,¢%) vérifie §(2%y°, u°) = 0 (mesure de proximité définit ci-dessous).
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Sir; =1,i=1,...,n, alors la méthode de la trajectoire centrale avec poids coincide
avec la méthode classique.
Puisque le probléme (27) est un probléme d’optimisation convexe, les contraintes

sont linéaires, alors les conditions d’optimalité sont données par :

Mz +q=y, (25)
xy = pr, x>0,y > 0.

D’aprés les hypotheses 1 et 2, alors pour chaque p > 0, le probléeme (27) et le
systéme (28) admet une solution unique [81] que 'on note par (z(u),y(n)), avec
x(p) > 0 et y(u) > 0. Nous appelons (z(u),y(u)), u > 0, le p-centre de du pro-
bleéme (28). L’ensemble de u-centres définit ce que 'on appelle le chemin (trajectoire)
centrale du probleme (25).

Dans la section suivante, nous introduisons une méthode pour tracer la trajectoire

centrale basée sur une nouvelle classe de directions de descente.
3.3.3 Direction de descente

Maintenant, I'idée de base de cette approche consiste a remplacer 1’équation non

linéaire :
LY
7 — 67
ur
dans le systéme (28) par
Ty,
w(w) - w(e>7

ol 7, est une fonction a valeurs réelles sur [0, oo et dérivable sur [0, co] tels que
P(t) et ) (t) > 0, pour t > 0. Alors le systéme (28) peut s’écrire sous forme équivalente

suivante :

Mz+qg=y, x>0,y >0
Y(2) = §(e).

(29)
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Supposons que (z,y) € F. L’application de la méthode de Newton pour le systéme

(29), nous donne une nouvelle classe de directions de descente :

MAzx = Ay,
/ / (30)
U G Ax + 5 () Ay = ¥(e) —v(E).
Maintenant, les notations suivantes sont utiles pour étudier la complexité de 1’al-

gorithme proposé.

Les vecteurs

v = ﬂ, d=+/zy 1,
Ur
cette notation conduit a écrire
dlz  dy
= — =0.
NI
On note par
d~1A (VAN
dy === 4, =20 (31)
T T
et, par conséquent, on a
pro(d, + d,) = yAzx + Ay, (32)
et
VAV 7AN
dyd, = ==Y (33)
ur

En utilisant (31) et(32), le systéme (30) devient
Md, = d,,
dm + dy = Pu,

ot M = MDM avec D = diag(d)

et



Nous considérons la fonction (kernel function) suivante :
1, 5 /
W(t) = §(t — 1), avec ¢ (t) =t pour ¢t > 0.
Par conséquent, les directions de Newton (30) sont la solution du systéme suivant

MAx = Ay,
(34)
dy +dy =3 =),

avec

Doy = (Uil - U)7

1
2

et on définit pour tout vecteur v la mesure de proximité par

Py
o(xy,p) = H 2!\2,

= |7 =

L CRE

L’algorithme générique de petit pas primal-dual pour résoudre le (LC'P) est pré-

2

senté comme suit :

3.3.4 Algorithme ( Méthode de la trajectoire centrale a petit pas pour ré-
soudre LCP)

Début Algorithme

€ > 0 est un parametre de précision donné

un parmeétre 6, 0 < § < 1 (par défaut 6 = ﬁﬁ)

une solution initiale strictement réalisable (2°,¢°) et u° =
Xoy? X0y?©
o= —H el , T = ‘R= diag(r;)
NZD o

(z°)" Ry®
—

k=0

Tant que (nu” > ¢ ) faire

1. Calculer

(Az, Ay) les directions de descente
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2. Nouvel itéré

(2T yF ) = (2%, o) + (Bz, Ay)

3. Prendre

xF Ry

= (ot = (-0

E = k+1

Fin Tant que.

Fin Algorithme.

3.3.5 Etude de la convergence

Soit
pv:dm+dy7 QU:dr_dw
et on a
1 1
da::_ v vad = Z\Wv — {uv),
5o+ @), dy = 5(po — )
alors

1
dady = 2(p; = 43) et [laully < [Ipoll; -

Ce qui donne

Ipullz = Nlaull; + 4dsd,,

lorsque
d'.d, = d\,Md, > 0,car la matrice M est semi définie positive.

On a

6(v, 1) > gl

Dans le lemme suivant, nous énoncons une condition qui assure la faisabilité de

I'itéré de Newton, soit :
rT =+ Avetyt =y+ Ay,

le nouvel itéré.

67



Lemme 32 Soit (z,y) une solution strictement réalisable du probléme (25) .

Si (e +d.dy) >0 alors (z7,y") = (x + Az, y + Ay)

Preuve. Soit 0 < a <1 le pas de déplacement.

Nous définissons :
z(a) =x+alz et yla)=y+ aly,
alors, on a

z(@)y(a) = (z+alz)(y+aly)
= a2y + alzAy + yAzr) + o Axly

= ay+alur —zy) + 2 Axly.

Nous supposons que (e + d,d,) > 0, on en déduit que (ur + AzAy) > 0, ce qui

correspond & Ax/Ay > — ur et par substitution, on obtient

z(@)y(a) > ay+a(pr —zy) —’pr
= (1—-a)zy+ (o —a®)ur

= (1—-a)zy+ a(l —a)ur.

Lorsque zy > 0 et pr > 0, il s’ensuit que z(«a)y(a) > 0 pour a €]0,1]. m

Maintenant, pour plus de commodité, nous pouvons écrire

T
(v+)? = o = e+ d,d,.

Lemme 33 Si la fonction de proximité 6(xy, p) < 1, Alors ™ > 0 et y* > 0.

Preuve. D’aprés le résultat précédent, on a (z+,y™) est strictement réalisable si

(e +dydy) > 0. Alors (e + d,d,) > 0 est vrai si (1 + (d,d,);) > 0 pour i € R".
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(1+ (d.dy);) > (1—|(dsdy)i|, pourie R"
> (1-6%).

Ainsi (e + d,dy) > 0si d(zy,p) <1. =
Le théoréme suivant donne une borne supérieure pour le nombre total d’itérations

pour l'algorithme.

Remarque 34 Pour prouver la convergence quadratique de notre algorithme nous

appliquons les lemmes (18) et (19) cité dans le chapitre 2.

Théoréme 35 Soit € > 0 un paramétre de précision. L’algorithme a une complexité

lice de O(y/nL) itérations et la complezité totale de lalgorithme lié est O(n*°L), ou
L =log "6—0

Preuve. On a
ainsi,

Maintenant, en prenant le logarithme de (1 — 0)*u® < ¢, on obtient
log((1 — 6)"u°) <loge
équivalent a :
klog(1 —0) < loge — log 1i°,

en utilisant log(1 — @) < 0, pour 0 < @ < 1,alors I'inégalité ci-dessus est vérifiée si

Soit L = log “?0, alors k > 2y/nlog “?0 = O(y/nlog “?0) = O(y/nL) itérations dans
lalgorithme. Cependant, & chaque étape, la complexité liée pour calculer le systéme
linéaire est de compléxité O(n?). Par conséquent, la complexité totale de 1’algorithme

est O(n*5L). =
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3.3.6 Tests numériques

Dans cette section, nous traitons cet algorithme appliqué & certains problémes de
LCPs monotone. On note par (z°,4°) la solution initiale strictement réalisable tels
que 0(z%, u°) < %, (x*,y*) est la solution optimale de LC'P et Iter est le nombre
d’itérations effectuer pour calculer la solution optimale. z* est la valeur objectif a
(x*,y*) et u* désigne la valeur lorsque la solution optimale est determinée. La mise en
ceuvre est manipulé en DEV C++. La précision est ¢ = 107%. On varie le paramétre
0, 0 < 6 < 1. Enfin, nous notons que le systéme linéaire de Newton est résolu grace
a la procédure d’élimination de Gauss.

Exemple 1.

M= -2 -1 0 0 0 7Q—(—4 —5873)7
-1 -2 0 0 0

0 -1 0 0 O
La solution initiale est

:co—(Q 2 92 9 2>,y°—<2 3 2 1 1)

0,0 0y _ 1
d(z%y°, u°) = 2.517539 > ol

Les résultats numériques pour ce probléme sont résumés dans le tableau ci-dessous :
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Reésultats de P’algorithme

0(x°, u°) = 0.000000 < ==

L

iter &7

¥ 2.999995 2.000002 1.000001 2.000001 0.000005
0=0.15 4 0.000003 0.000007 0.000009 0.000002 0.999998

2 0.000041

u* 0.000009

iter 65

x* 2.999994 2.000002 1.000001 2.000000 0.000005
0=0201 0.000003 0.000008 0.000010 0.000002 0.999998

2 0.000045

@* 0.000010

iter 24

x 2.999994 2.000002 1.000001 2.000001 0.000004
0=10.60 | 0.000003 0.000006 0.000008 0.000002 0.999998

2 0.000037

©* 0.000008

iter 19

x* 2.999993 2.000003 1.000002 2.000000 0.000004
0=095] y 0.000002 0.000006 0.000012 0.000002 0.999997

2 0.000036

@* 0.000008
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Exemple 2.

0 0 0 0 0 3 08 032 1.128 0.0512
0 0 0 0 0 01 0.8 032 0.128
0 0 0 0 0 0 O 1 0.8 0.32
0 0 0 0 0 0 0 O 1 0.8
Mo 0 0 0 0 0 0 0 O 0 1 |
-1 0 0 0 0 0 0 O 0 0
-0.8 -1 0 0 0 0 0 O 0 0
—0.32 -0.8 -1 0 0 0 0 O 0 0
-1.128 -032 —-0.8 -1 0 0 0 O 0 0
-0.0512 -1.128 -032 —-0.8 -1 O O O 0 0

q:(—0.0256 —-0.064 —-0.16 559 -1 1 1 1 1 1),

La solution initiale est

960:(0.18 0.18 0.18 0.18 025 3 4 5 6 9),

y0=(21.0032 11.008 1252 128 8 0.46 0.676 0.6184 0.41536 0.336144)-

0,0 ,,0\ _ 1
3(a%°, 1) = 2.278802 > <5,

Les résultats numériques pour ce probléme sont résumés dans le tableau ci-dessous :

72



Résultats de ’algorithme

§(x%°, u°) = 0.000000 < =

.
iter &84
y 0.000036  0.886520  0.000003  0.000001  0.000001
0.000005  0.000088 0.000039 0.000013  8.035358
0=015 0.385925 0.000008 2.411364 12.028297 7.035360
! 0.999892 0.113452 0.290770  0.716269  0.000001
z* 0.000085
p* 0.000009
iter 64
. 0.000036 0.886520 0.000003 0.000001 0.000001
’ 0.000005 0.000088 0.000039 0.000013 8.035358
0=020) 0.385925 0.000008 2.411364 12.028297 7.035360
! 0.999892 0.113452 0.290770 0.716269 0.000001
Z*  0.000095
p* 0.000010
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iter 24

) 0.000024 0.886521 0.000002 0.000001 0.000001

’ 0.000003 0.000058 0.000026 0.000009 8.035394
§=060 0.385887 0.000005 2.411360 12.028322 7.035394

! 0.999927 0.113460 0.290773 0.716283 0.000001

Z*  0.000065

p* 0.000007

iter 19

) 0.000047 0.886521 0.000003 0.000001 0.000000

’ 0.000001  0.000032 0.000025 0.000004 8.035417
§=09, 0.385854 0.000002 2.411361 12.028336 7.035416

! 0.999859 0.113441 0.290765 0.716257 0.000000

2% 0.000048

p* 0.000005

Exemple 3. Soit M € R"*" et ¢ € R"donnés par :

1 2 2

0 1 2

0 0
M =

0 0 0
Cas 1:n =10.

2
2

0 1

La solution initiale est

0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009

(o

0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 1.0009
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y’ =

Les résultats numériques pour ce probléme sont résumés dans le tableau ci-dessous :

1.0171

1.0081
8(x%°, 1) = 0.032154 < iz,

1.0153 1.0135 1.0108 1.0099

1.0063 1.0045 1.0027 0.0009

7

Résultats de 1’algorithme (r = ¢)

o(x%°, %) = 0.032154 < ==

1
iter 31
. 0.000009  0.000009 0.000009 0.000009 0.000009
0.000009  0.000009 0.000009 0.000009 1.000009
0=015 1.000168 1.000151 1.000133 0.999215 1.000097
’ 1.000080 1.000062 1.000044 1.000027 0.000009
Z* 0.000089
@ 0.000009
iter 23
. 0.000009  0.000009 0.000009 0.000009 0.000009
0.000009  0.000009 0.000009 0.000009 1.000010
0=020 1.000180 1.000161 1.000142 0.999223 1.000104
! 1.000085 1.000066 1.000047 1.000028 0.000009
Z* 0.000095
g 0.000009
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iter 9
; 0.000007 0.000007 0.000007 0.000007 0.000007
0.000007 0.000007 0.000007 0.000007 1.000007
6 =0.60 . 1.000129 1.000115 1.000102 0.999188 1.000074
’ 1.000061 1.000047 1.000034 1.000020 0.000007
Z*  0.000068
w* 0.000007
iter 7
y 0.000007 0.000007 0.000007 0.000007 0.000007
0.000007 0.000007 0.000007 0.000007 1.000007
0 =0.95 . 1.000138 1.000124 1.000109 0.999194 1.000080
’ 1.000065 1.000050 1.000036 1.000021 0.000007
Z* 0.000073
w* 0.000007
Cas 2 : n =15.

La solution initiale est

0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009
L= 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 )

0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 1.0009

1.0261 1.0243 1.0225 1.0198 1.0189

y = 1.0171 1.0153 1.0135 1.0108 1.0099

1.0081 1.0063 1.0045 1.0027 0.0009
(%P, %) = 0.059169 < s,

Les résultats numériques pour ce probléme sont résumés dans le tableau ci-dessous :
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Résultats de ’algorithme (r = ¢)

0(x%°, %) = 0.032154 < ==

7

=0.15

iter

Z*

*

7

15

0.000097

0.000097

0.000097

1.002816

1.001846

1.000875
0.001458
0.000097

0.000097

0.000097

0.000097

1.002622

1.001652

1.000680

0.000097  0.000097

0.000097  0.000097

0.000097  0.000097

1.002428 1.001334

1.001458 1.000363

1.000486 1.000292

0.000097

0.000097

1.000097

1.002040

1.001069

0.000097

0 =0.20

iter

12

0.000084

0.000084

0.000084

1.002448

1.001605

1.000760
0.001268
0.000085

0.000084

0.000084

0.000084

1.002280

1.001436

1.000591

0.000084 0.000084

0.000084 0.000084

0.000084 0.000084

1.002111 1.001042

1.001267 1.000198

1.000423 1.000253

0.000084

0.000084

1.000084

1.001773

1.000929

0.000085
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iter 5

0.000061 0.000061 0.000061 0.000061 0.000061
x 0.000060 0.000060 0.000060 0.000060 0.000060
0.000060 0.000060 0.000060 0.000060 1.000060
6 = 0.60 1.001750 1.001629 1.001508 1.000486 1.001265

Y 1.001145 1.001024 1.000903 0.999882 1.000662

1.000541 1.000421 1.000300 1.000180 0.000060

z* 0.000906
uw 0.000060
iter 4

0.000060 0.000059 0.000059 0.000059 0.000059
x 0.000059 0.000058 0.000058 0.000058 0.000058
0.000058 0.000057 0.000057 0.000057 1.000057
0 =0.95 1.001688 1.001569 1.001450 1.000432 1.001214

Y 1.001097 1.000980 1.000863 0.999847 1.000631

1.000515 1.000400 1.000286 1.000171 0.000057
z* 0.000874
p* 0.000058

3.3.6.1 Conclusion

Dans l'algorithme de Karmarkar le calcul de la projection P* constitue I'opération
la plus cotiteuse dans 'algorithme. L’efficacité pratique de 'algorithme dépend, en

grande partie, de la maniére du calcul de P*.
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Chapitre IV

ALGORITHME DE POINTS INTERIEURS
POUR UN PROBLEME D’OPTIMISATION
SEMI DEFINI (SDO) BASE SUR UNE

NOUVELLE FONCTION NOYAU

Les méthodes de points intérieurs I PMs démarre avec un point positif arbitraire
et la faisabilité est atteint quand l'optimalité est approché. Le choix du point de
départ dans I PM est cruciale pour la performance. Lustig [53] et Tanabe [77] ont été
les premiers a présenter [ PM s pour 'optimisation linéaire (LO). Kojima et al. [51]
ont été les premiers qui ont prouvé la convergence globale d'un primal - dual IPM
pour LO. Zhang [83] a été le premier qui a présenté la compléxité polynomiale pour
'optimisation linéaire (LO). Les méthodes primale-duale de points intérieurs (/ PM)
pour la programmation semi définie (SDO) ont été largement étudiés, le lecteur est
renvoyé a Klerk [49] pour plus d’eclaircissement. Récemment, une méthode de points
intérieurs non réalisable de programmation linéaire (PL) a été présenté par Roos [72].
Certaines extensions des méthodes de points intérieurs ont été réalisées par Mansouri
et Roos [55]. Mansouri et Roos [54] ont étendu cet algorithme de programmation
semi-définie en utilisant une étape de faisabilité spécifique. La fonction de barriére
est déterminée par une fonction simple unidimensionnel, appelé fonction noyau. Bai
et al. [7] introduit une nouvelle fonction de barriére qui n’est pas une fonction de
barriere dans le sens habituel du terme.

Dans ce chapitre, nous définissons une nouvelle fonction de proximité pour (SDO)
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par une nouvelle fonction noyau. En outre, nous formulons un algorithme de points
intérieurs primal-dual pour (SDO) en utilisant la fonction de proximité et de donner
son analyse de complexité. De plus, la complexité obtenue par ’algorithme de long

3m+1 m—+1

pas est O(m 2m 1 2m log w) et de petlt pas est O(m%\/ﬁlog TT():)SO)).

Les notations utilisées tout au long du chapitre sont les suivantes : &, R’ et
JU} . désignent respectivement l'ensemble des vecteurs & n composantes, I’ensemble
de vecteurs positifs ou nuls et ’ensemble de vecteurs strictement positifs. R"*" dé-
signe ’ensemble des matrices réelles. ||.|| et ||.||, désigne respectivement la norme de
Frobenius et la norme spectrale de matrices. S,, S;" et S désigne respectivement
le cone de matrices symétrique, matrices symétrique semi-définie positive et matrices
symétrique définie positive de dimension n x n. E représente la matrice identité.
A» B (or A> B)si A— B est semi-définie positive (ou bien definie positive). Nous
utilisons le produit de matrice interne Ae B = Tr(AT B). Pour Q € ST, 'expression
Q3 indique sa racine carrée symétrique. pour V € S on note par Ay, (V) la valeur

propre minimale de V.

4.1 Déscription de l’algorithme
4.1.1 Meéthode de la trajectoire centrale

Nous considérons le probléme d’optimisation semi définie (SDO), dont la forme

primale est donnée par :

min {7Tr(CX): Tr(AX)="b,i=1,..,m, X =0}, (SDO)
et son dual
max{bty: YyiAi+ S =0C, SEO}, (SDD)
i=1

ou A;, i =1,....,m et C sont des matrices symétriques de R"*", b et y € RN™.
Tout au long de ce chapitre, nous formulons les hypothéses suivantes :

Hypotheése 1 : les matrices A;,7 = 1,...,m sont linéairement indépendantes
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Hypothése 2 : une solution initiale (X°, 1°, S%) tels que :
Tr(AX") =b,i=1,...m, X°=0, S04, +S°=C, S=0.
i=1
Nous avons le lemme suivant qui est bien connu :

Lemme 36 [67] Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. X»=0, S=0etTr(XS)=0,

2

2. X =0, Sz()etHX%S% —0,

3. X =0, S0 et XS=0.

Il est bien connu que la recherche d’'une solution optimale (X*,y*, S*) de (SDO)

et (SDD) est équivalent a résoudre le systéme suivant :

T?”(AlX) = bz,l = ]_, <.y, M, X i 0,

XS5 =0.

L’idée de base des méthodes de points intérieurs (I PMs) de type primale-duale
consiste a remplacer dans le systéme (35) la troisiéme équation, la condition de
complémentarité par I’équation paramétrisée XS = pFE avec p > 0, ou E est une

matrice identité d’ordre n. Ainsi on considére le systéme suivant

T?”(AlX) = bZ,Z = 1,...,77’1,, X t 0,

;yiAi +S5S=0C, §~0, (36)
XS =ukE.

Si le probleme (SDO) et (SDD) satisfait les conditions de points strictement in-
térieur (I PC's), alors pour chaque p > 0 le systéme (36) admet une solution unique

(X (), y(p), S(w)) (voir [50][63][79][76]), que 'on appelle p-centre de (SDO) et de
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(SDD). L’ensemble de u-centres, A = {(X(u),y(p), S()) /p > 0}, construit la tra-
jectoire centrale de (SDO) et de (SDD).

En générale, les méthodes de points intérieurs (I PMs) pour (SDO) se composent
de deux stratégies : La premiére stratégie consiste a déterminer une solution para-
métrisée strictement réalisable et vérifie certaine conditions (condition de proximité)
et la seconde consiste & diminuer le parametre y a p* = (1 —6)u, 0 < 6 < 1 pour

déterminer la qualité de la solution.
4.1.2 Direction de descente

Sans perte de généralité de I PM s, nous supposons que (X (u),y(p), S(i)) est une

solution pour i > 0. Par exemple, en raison des hypothéses citées dans le paragraphe

Tr(X°8%)
n

4.1.1, on peut supposer cela pour p’ = ,avec X% = 0 et S® = 0. Nous

dimunions ensuite p & ut = (1 — )u, pour 0 < 6 < 1, et on résout le systéme

suivant :

Tr(AAX)=0,i=1,..,m,
> Ay A+ AS =0, (37)

=1

XAS+AXS=uFE —XS.
Nous considérons le schéma de symétrisation qui donne la direction de Nestrov-

Toold (NT'), on définit la matrice :

(X25X32)2X7 = 5 3(52X52)25 2, (38)

=

P=X

définir aussi

1 1 1
D=P2V=—D'XD'=-"DSD

NG Vi

On remarque que les matrices D et V' sont semi définies positives et symétriques,
similaire & (SDO) [55]. On peut conclure que le systéme (35) a une unique solution

symétrique, on définit

_ 1 1 1
A;:=—DAD, i=1,...,m. Dx:=—D'AXD™! et Dg:= 7DASD. (39)
1

Vi Vi

82



La direction de descente de (NT') est obtenu & partir du systéme suivant :

Tr(A;Dx) =0, i=1,..,m,
iAini + Dg =0, (40)
Dx + Ds=V"1—-V =-VE(V).
Nous pouvons dire que Tr(DxDs) = 0, qui provient des premiére et seconde
équations de (40) ou a partir de 'orthogonalité de AX et AS. La fonction noyau

classique est définie comme suit :

1
Gilt) = 52— 1) — log.
4.1.3 Algorithme générique de points intérieurs pour (SDO)

On appelle ¢,(t) la fonction noyau de la fonction barriére logarithmique W;(V).
Dans ce chapitre on remplace 1,(t) par une nouvelle fonction ¢ (t) qui est défini dans
la section suivante et supposons que 7 > 1.

L’algorithme proposé dans ce chapitre se déroule comme suit : supposons que
'on donne un point strictement réalisable (X, y,S) qui est dans un 7-voisinage de
p-centre. Ensuite, nous diminuons p & ut = (1 — 6)u, pour 0 < 6 < 1 puis on résout
le systéme de Newton (40) pour obtenir la direction de descente. La condition de
positivité d’une nouvelle itération est assurée avec le bon choix de la taille du pas «
qui est défini dans la section suivante. Cette procédure est répétée jusqu’a ce qu’on
trouve une nouvelle itération (X, y™,ST) qui est dans un 7-voisinage de p*-centre.
Ce processus est répété jusqu’a ce que p est suffisamment petit, i.e., u < £.

Les parametres 7,6 et le pas de déplacement a doivent étre choisie de telle sorte
que l'algorithme est optimisée dans le sens ou le nombre d’itérations requises est le
plus petit possible. Le choix de parameétre ¢ joue un role important dans la théorie

et la pratique des TPMs. Si 6 est une constante indépendante de la dimension n

1

du probléme, par exemple § = 5 , nous appelons 'algorithme de grand pas. Si
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dépend de la dimension du probléme, telles que 6 = \/Lﬁ, alors I'algorithme est appelé
algorithme de petit pas.
L’algorithme générique de points intérieurs primal-dual pour (SDO) est donnée

comme suit :

Primal-Dual /PM pour (SDO)

Début Algorithme
Initialisation

€ > 0 un parametre de précision
un parametre 6, 0 < 0 < 1

un parametre de seuil 7,0 < 7 < 1,

Tr(X05%) telg que

une solution initiale strictement réalisable (X, S%) et u° =
U(X050 10 < 7.
k=0
X =X%°8:=58%p:=pu°
Tant que (¢ > £) faire
p=1-0)u
Tant que (¥(V) > 1) faire
Résoudre le systéme (40) pour obtenir (AX, Ay, AS),
Déterminer le pas de déplacement «
Prendre
X =X+alX
y=y+aly
S:=S+alS
Fin Tant que.
Fin Tant que.

Fin Algorithme.
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Dans la section suivante, nous définissons une nouvelle fonction noyau et donner

ses propriétés qui sont essentielles & notre analyse de la complexité.

4.2 Fonction noyau et ses propriétés

Soit ¢ : R, — RN, est une fonction noyau, si ¢ est deux fois dérivable et satisfait

les conditions suivantes [6] :

¥ (1) =9(1) =0,
=) "
Y (t) > 0.
Dans cette étude, nous définissons une nouvelle fonction noyau suivante :
1
P(t) = (m+1)t2 — (m+ 2)t + o PoUr t >0, (42)
ou m > 4.
Alors, on a les dérivées successives de la fonction 1 :
W) =2(m+ 1)t — (m+2) —mt—™1,
b () = 2(m 4+ 1) — m(—m — 1)t™2, (43)
Y (1) =—m(—m —1)(—m — 2)t—™73.
D’apreés les conditions (41), ¥(¢) est bien définie.
¢”(t) > 2(m+ 1), pour t > 0. (44)
On remplace la fonction ¥;(V') de (40) par la fonction ¥(V') suivante :
Dx + Dg == —-VVU(V) (45)
ou ¥(V) = Zw Y(t) définie dans (42). Ainsi, la direction

de descente (AX, Ay, , AS) est obtenue a 'aide de la résolution du systéme suivant :

Tr(AAAX)=0,i=1,..,m
S Ay A+ AS =0, (46)

i=1

XAS + AXS = —pVVu(V).
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On a

Dx=Ds=0VY¥(V)=0cV=E<cVI¥V)=0c X =X(u),S =5u).
(47)
Nous utilisons ¥ (V') comme fonction de proximité pour mesurer la distance entre
I'itération en cours et p-centrale pour g > 0. Nous définissons aussi la mesure de

proximité basé sur la norme, §(V') : R, — R, comme suit :
1 1
5(XS. 1) = (V) = L [VU(V)| = £ [ Dx + Ds]. (18)

Lemme 37 Pour une fonction de noyau 1(t), t > 0, nous avons ce qui suit.

(i) ¥(t) est exponentielle convexe pour tout t > 0,
(ii) 1" (t) est monotone décroissante pour tout t > 0,

(iii) t" (t) — ' (t) > 0, pour tout t > 0.

Preuve. Pour (i), par le Lemme 2.1.2 dans [63], il suffit de montrer que la fonction

Y(t) satisfait ¢ (£) + ' (t) > 0, pour ¢ > 0. En utilisant (43), on a

' () + ') = t(2m+1) —m(—m— Dt 2) + (2(m + 1)t — (m+2) —mt™ )

= A(m+ Dt +m*t ™ — (m +2).

Soit
g(t) = 4(m + 1)t +m*t "1 — (m +2).

Alors

’

g(t)=4(m+1) —m?*(m+ 1)t ™2

1

g () =m*(m+1)(m+2)t"™2 >0, pour t > 0.
Soit ¢'(t) = 0, nous obtenons ¢ = (%2)%“ Puisque ¢(t) est strictement convexe

et a un minimum global, g((%)ﬁ) > 0, et par le Lemme 2.1.2 dans [67], on déduit

que 1 (t) est exponentiellement convexe

"

Pour (i7), en utilisant (43), on a ¢ (t) > 0, d’ou le résultat
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Pour (7i7), en utilisant (43), on a
" (t) — ' () = m(m + 2)t 71+ (m+2) > 0, pour ¢ > 0.
D’ou le résultat. m
Lemme 38 Pour une fonction de noyau 1(t), t > 0, nous avons ce qui suit.

(m+1)(t —1)* <9(t) < W' (t)?, pourt >0, (49)

4(m+1)

(m+1)(m+2)

vt < 5

(t —1)% pourt > 1. (50)

Preuve. Pour (49), en utilisant (41) et (44), on a

P(t) = jj¢"(4)dCd§ > 2(m + 1)/jdéd§ = (m+1)(t-1),

et on a aussi,

U(t) = / j Y (Q)d¢de

IN

t &
1 " "
o T / / &€ (¢)dcde

1 / " /
- ml/w (€)' (€) de

1 / ' /
= m/¢ (&) d(v (£))
1 /

- mw ().

Pour (50), en utilisant le théoréme de Taylor, nous avons
9(t) = P(1)+9 WO~ 1)+ 50 (1)~ 17+ 8" (€)(€ ~ 1)
= -1 O - 1)
< S -1y
(m+1)(m+2)

= 5 (t—1)%
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D’ou le résultat. m

Maintenant, nous définissons v : (0, 00) — (1, 00), la fonction inverse de () pour
£>1,

et p: (0,00) — (0,1), la fonction inverse de —%1/1/(25) pour t € (0,1). Alors nous

avons le lemme suivant.

Lemme 39 Pour une fonction de noyau 1(t), t > 0, nous avons ce qui suit.

S S
1< <1 >0 51
Vg H1Sa <14 /=2 s 20 G

QSTm)%, s> 0. (52)

et

p(s) = (
Preuve. Pour (51), on pose s = 9(t), t > 1, i.e., y(s) = t,t > 1, alors on a
(m+ 1)t =s+ (m+2)t -t
a fin que (m + 2)t — ¢~ soit monotone croissante par rapport & t > 1, on a
(m+1)t*>s+m+1,

ce qui implique que

De (42), on a

alors

[ s
t= <1 )
vs) <1+ m—+1

Pour (52), on pose z = —%@b, (t) pour t € (0,1).Par la définition de p, on a p(z) =t
et 22 = —¢'(t). Alors

mt™" ! =224+ 2(m + 1)t — (m +2),
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a fin que 2(m + 1)t — (m + 2) soit monotone croissante par rapport a t € (0,1),

on a

mt~™ 1 <224 m,

ce qui implique que

plz) =12 (

D’ou le résultat. =

Lemme 40 Soit vy : (0,00) — (1,00),la fonction inverse de ¥(t) pour t > 1. Alors

on a

V(EV) < ny (ﬁv (@)) Ve px1 (53)

Preuve. En utilisant le théoréme 3.2 dans [6], nous obtenons le résultat. m

Lemme 41 Soit0 <0 <1, V=2V S ¥(V) <7, alors on a

V1-0
o o (mFD(m+2) ™\
v < PO (g [T (54)

(V)
Preuve. Lorsque \/1179 >letry (@) >1,0n a (%)

En utilisant le Lemme 42, avec § = +/1 — 6, (49), (50) et ¥(V) <7, 0n a

v < (2 (M),
- (m+1)2(m+2)(\/11T07(\I/nV) _12’
R () )
: (m;(i)in;; g (” (n;P—(F‘/l))n_ 1_9> ’
< DD (0 o)
= (m;(i)irr;; . <\/ﬁ9+ (mll)n>2

D’ou le résultat. m
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On note par

(m +1)(m + 2) T\
ien o () @

alors Wy est une borne supérieure pour ¥ (V') pendant le processus de 1’algorithme.

Vo= L(n,0,7)=n

4.3 Convergence de l’algorithme

Le but de ce chapitre est de définir une nouvelle fonction noyau et d’obtenir des
nouveaux résultats pour la complexité d’un probléme (SDO), en utilisant la fonction
de proximité défini par la fonction noyau. En utilisant le concept d’une fonction de
matrice [9], la définition de la fonction noyau peut étre étendue a toute matrice
diagonalisable de valeurs propres positives. En particulier, pour une décomposition

de la matrice V' donnée par

V = Q‘_/l diag (M (V), A(V), ..., (V) Qv,

Qv une matrice non singuliére, la fonction de matrice (V') est définie par

Y(V) =@y diag ((M(V)), Y (A2(V)), -, b (Aa(V))) Qv (56)

Dans cette section, nous calculons un pas de déplacement « efficace et la dimi-
nution de la fonction de proximité au cours d’une itération interne et améliorer les

résultats de la complexité de 1’algorithme, pour p > 0.
4.3.1 Le pas de déplacement

Soit « est le pas de déplacement, le nouvel itéré est donné comme suit

Xt=X+alAX, y"T=y+alyet ST =85+ alS.

Soit
AX Dy X
+7 —_— = —_— —_
X —X<]+a > X(I—i—a ) (V+aDyx),
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AS Dg S
+ - _— = - = —
S —S<I+aS) S(I—l—av) V(V—l—aDS).

Alors, on a

1

)2.

N|=

V= ((v +aDy)? (V +aDs) (V + aDy)

Apres une étape la proximité est définie par :

(SIS

Y(VH) =0 <((v +aDy)? (V +aDs) (V + aDy) )) .

Par (i) dans le Lemme (38), on a

W) = U (((V+aDx) (V+aDs))})

v
1
2

IN

Définir, pour a > 0

on a f(a) < fi(a), ou

(U (V+aDx)+ ¥ (V+aD)) —¥V). (57)

N | —

fila) =

évidemment,

f(0) = f1(0) = 0.

Maintenant, nous traitons avec d’autre concepts pertinents aux fonctions matri-

cielles dans la théorie des matrices [41].

Définition 42 [}1] Une matrice X (t) est une matrice de fonctions si chaque entrée

de X (t) est une fonction de t, c’est-a-dire, X (t) = [X;;(¢)].
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Les notions de continuité, dérivabilité et intégrabilité s’étend naturellement aux
fonctions de matrice d'une valeur, d'un scalaire en interprétant les composants sage.

Ainsi, nous pouvons dire que

d d /
EX(t) = [Xii ()] = X (1)

Supposons que la matrice des fonctions de valeur H(t) et G(t) sont différentiables

par rapport a t. Alors on a

Pour chaque fonction v (t), notons par A (t) la différence divisée de ¥(t) :

Y(tr) — P(ts)

Aw<t1’t2) - t — 1y

, Vi, £ty € R
Si t, = t,, nous écrivons simplement Aw(ty,t5) = 1 ().
Nous allons définir que (), est la matrice orthogonale de telle sorte que

V +aDx = QF diag (\M(V + aDx), \(V + aDx), ... \n(V + aDx)) Qq

et notons aussi par D; une matrice identité. Il résulte de [67][41][67] que

d - '
- (W(V +aDx)) = QF (Z DHGV +aDx), (V +aDx))D; (QalV +aDx)'QF) Dk) Qa.
k=1
(58)
Maintenant par le choix de D;, il contient Tr (Dj (Qa(V + &DX)'QZZ) Dk) =0,

pour j # k. Il s’ensuit donc que
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% (W(V+aDyx)) = Tr (Z ¥ (Mi(V + aDx))D; (Qa(V + CVDX)/QZ;) Di) ;
= Tr (Qg (Zn: Dy (M(V 4+ aDx))D Z) Qo (V + aDX)I> ,
= Tr <¢’(V + aDX)DX> .
Et

LV +aDg)) = QT <Z APV + aDs), \e(V + aDs))D; (Qa(V + aDS)’Qg) Dk> Q..

do ( =
(59)

Et Tr (Dj (Qa(V + ozDs)/Qg) Dk) = 0, pour j # k. Il s’ensuit donc que

L (v +aDs) = Tr (Zw {V +aDg))D; (Qu(V +aDs) Q) D)

da
= Tr <QT (Z Dﬂ/) V + OéDs)) z) Qa(V —+ OéDS)/> s

=1

= Tr <¢/(V + aDS)DS) :

Maintenant, nous pouvons écrire

fila) = 57r (& (V +aDx) Dx) + 9/ (V +aDs)Ds) .

On obtient

£1(0) = =262,

En outre,

i (Tr (0 (V +aDx)) = Tr (& (¢ (V +aDx) Dx) ).

— TT <QT (Z Aw V + OZD)() )\k(v+@Dx))D] (Qa(v+an),Q£) Dk> Qan> s

7,k=1
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(Z AP (M(V + aDy), M(V + aDX))Dj(QaDXQZ:)Dk<QaDXQ£>> :

7,k=1

= Tr (Z AY (A (V 4 aDyx), \(V + an))(QanQEC)?k> ;

Jk=1

gmax{)A¢’(Aj(v+aDX),Ak(V+aDX)) , 'k:l,...,n} IDx]I*.

Aussi, on a

i (Tr (v (V +aDs))) = Tr (& (¢ (V + aDs) Ds) ).

=Tr (Z AY (A (V 4 aDg), \e(V + aDg))D; (Qa(V + aDs)' QF) Dk) QQDS) 7

7.k=1

=Tr Z AP (N(V + aDg), \(V + OéDs))Dj(QaDng)Dk(QaDng)) ,

]kl

=Tr Z A@/J i(V+aDg), \e(V 4 aDg))(QaDsQL )3k> ’

J,k=1

<max{)A¢ J(V +aDg), W(V +aDs))|, jik=1,...n} | Ds|”.

On note par

W = max{‘Aw/(Aj(V +aDy), M(V + aDX))‘ k=1, n} ,

et

Wy = max{)Azb iV +aDg), \e(V 4+ aDyg)) ) k=1, . }

Par conséquent,

f(a) = 3LTr (& (V + aDx) + 1 (V + aDs)),
< L (w1 [|IDx|* + w2 | Dsl?) -

Lemme 43 Soit 6(V') celui défini au (48). Alors on a

5(V) > /(m+ 1)U(V).
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Preuve. En utilisant (49), on a

v(V) = Tr(p(V)),

n
’

< Z mw \(V))?,

1 2
= m”v‘l’(v)ﬂ »

on obtient

D’ou le résultat. m
Nous supposons que 7 > 1. En utilisant le Lemme (45) et ’hypothése que W(V') >
T,onad(V)>/(m+1).

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 44 Soit fi(«) celui défini au (57), 6(V) celui défini au (48) et ¢ est la

fonction noyau défini au (42). Alors on a
fi (@) < 280" (V) — 2a0).

Preuve. On a

fi (@) < 2max {wy,wy} 6>

Il suffit de montrer I'inégalité suivante :
max {wy,ws} < U Amin(V) — 200).

Nous pouvons choisir j*, k* € {1,2,...,n} tel que

W' (N (V + aDx) — ¢ (A (V + aDy)
)\j*(v+an)—/\k*(V+OéDx) '

w1 =
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En utilisant le théoréme de la valeur moyenne, il existe
n € [min (A\j«(V + aDx), \e«(V + aDx)), max (Aj(V + aDx), A= (V + aDx))],

tel que
W' () = MY (M= (V + aDx), A= (V + aDyx)).

Lorsque Dy est une matrice symétriques, a partir de la définition de ¢ et norme

de Frobenius, nous avons

n > min{\«(V +aDx), \p+(V +aDx)},

Z >\min<v) - 20[5,
a fin que, @b” soit monotone décroissante, on obtient
w1 <V Ami(V) — 206).

Par la méme méthode pour obtenir wq, on obtient aussi

W' (A= (V + aDg) — ¢ (Ae=(V + aDy)
)‘]*(V + OéDs) — /\k* (V + OéDS)

Wy =
En utilisant le théoréeme de la valeur moyenne, il existe
ne [mln ()\j* (V + CYDS), )\k* (V + @Ds)) , Imax (/\j* (V + OZDS), /\k* (V + OZDS))] s

tel que
W' () = A (N (V + aDg), M (V + aDg)).

Lorsque Dg est une matrice symétriques, a partir de la définition de J et norme

de Frobenius, nous avons

n > min{\«(V +aDg), \e-(V +aDg)},

Z )\min(v) — 2046,
a fin que, @Z)N est monotone décroissante, on obtient
wy <V Amin(V) — 200).
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Par conséquent,

max {wy,ws} < ¥ Amin(V) — 200).

on obtient
Fi(e) < 262" Amin(V) — 2a6).

D’ou le résultat. m

puisque f1(0) =0et f,(0) = —25(V)2, on a

@) £ fila) = i(0) + £(0)a // Q) e,

IN

o) = Fi(0) + fi(0)a + 28 / / 0" Oin(V) ~ 20)dGe
On remarque que f»(0) = 0. Alors

!

fa(a) = =262 +6 (4 Cain(V)) = ¢ Oin(V) — 200) ).

ona f,(0) = —26% qui est la méme valeur de f;(0) et f;(a) = 262" (Auin (V) —

/\min (V)

55 ] . Ainsi, nous pouvons réécrire fo(c)

2ad), ce qui augmente pour o € [O,

comme suit :

a &
fala) = £2(0) + f3(0)r + 26 / / & Oain(V) — 208)dCE.

Maintenant, en utilisant f;(0) = f,(0) et flﬁ (a) < f;(oz), on peut facilement

vérifier que

«

fi(a) = F1(0) + / 7 (6)dE < fy(a).

0
Cela donne que
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fia) €0, st fyla) <O0.

Pour calculer le pas de déplacement « telle que la mesure de proximité soit décroit
quand nous prenons une nouvelle itération pour p > 0. Nous voulons calculer le pas
de déplacement a qui s’assure que fé(a) < 0 tient avec « le plus grand possible.
Puisque f;(a) > 0, c’est-a-dire f,(c) est monotone croissante a «, la plus grande

valeur possible & o satisfaisant f,(a) < 0 se produit lorsque f,(a) = 0, c’est-a-dire

! !

Y (Amin(V)) =¥ (Amin(V) — 2a0) = 26 (61)

Lorsque 1 (t) est monotone décroissante, la dérivée de la partie gauche de (61)

par rapport a Apin (V) est

" ”

¢ (/\mm(V)) - ¢ (Amin(v> - 2045) S 0.

Ainsi, le membre gauche de (61) diminue & Ay (V). Cela implique que si Apin (V)

devient plus petit, alors o devient plus petit avec 4. On note que

5= > ()

=1

v

4 Oin(V))]

2 _,(/) (/\min(v))v

et I’égalité est vraie si et seulement si Apin (V') est les coordonnées de (A1 (V'), A2(V), ...

sont différent de 1 et Ay (V) < 1, c’est-a-dire, @DI(/\min(V)) < 0.
Par conséquent, la pire situation pour la plus grande valeur de « se produit lorsque
Amin (V') satisfait
) Oin(V)) = 6 (62)
Pour notre propos, nous devons faire face a la pire des cas et si nous supposons
que (62) est vérifie. Cela implique
Amin(V') = p(9) (63)

98



En utilisant (61) et (62) on obtient immédiatement

’

— (Amin (V) — 2a6) = 40.
Par la définition de p et I'utilisation de (63), la valeur de pas maximal est donnée
comme suit :
p(9) — p(29)

Lemme 45 On considére la définition dep et o celui défini au (64), alors on a

1
m—+2 °

(m +1)(m + 2)

ot >

Preuve. En utilisant le Lemme 4.4 in [6], la définition de " () et (52), on a

Oé* Z //;7
¥ (p(20))
B 1
2(m+1) + %
1
Z 458 m+2 7
2(m + 1) + m(m + 1)(2E2 ) mit
Z m+2 7
2(m + 1) + 3m(m + 2)§m+1
> 1

3(m + 1)(m + 2)§mt1
D’otu le résultat.. m
Pour utiliser @ comme un pas de déplacement par defaut dans ’algorithme, nous

définissons @ comme suit :

o= . (65)
3(m+ 1)(m + 2)dm+1

4.3.2 Diminution de la fonction de proximité

Maintenant, on montre que la fonction de proximité ¥ avec le pas de déplacement

a est diminue. Alors on a le résultat suivant :

99



Lemme 46 [66] Soit h(t) une fonction deux fois différentiable conveze, avec h(0) =
0, K'(0) <0 et soit h(t) atteint son minimum (globale) au t > 0. Si h"(t) augmente

pour t € [0,t*], alors

Soit la fonction A tel que

"

h(0) = £1(0) =0, h'(0) = £,(0) = =262, A" (a) = 26%¢" (Auin(V) — 200).

Lorsque f>(a) maintient la condition du lemme ci-dessus, , alors :

£>(0)
2

fla) < file) < faa) <

a, pour 0 < a < a*.

Nous pouvons obtenir la limite supérieure de la valeur décroissante de la proximité

dans l’itération interne par le lemme ci-dessus

Théoréme 47 Soit @ le pas de déplacement définie dans (65) et 6 = U(V) > 17 =

1. Alors, on a

(m + 1) 2_(:’?;12) _m___
W (V)20m+D) |
3(m +2) V)

f@) < —

Preuve. Pour tous a < a*, on a

f(a) S _6627

D’ou le résultat. m
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4.3.3 Les bornes d’itération

Nous avons besoin de compter le nombre d’itérations internes nécessaires pour
revenir & la situation ou (V') < 7 aprés une mise a jour de p. On note ¥y la valeur
de (V) aprés une mise a jour de p ainsi les valeurs suivantes de la méme itération
extérieure notée ¥y, k= 1,... Si K désigne le nombre total d’itérations internes dans

I’itération extérieure, puis nous avons
Uy < L=0(n,0,7), Ui 1 >7, 0< U <.

et selon la (53),

2(m+1)

3(m+2) F

—m—2
m 4 1)2min __m
Uy < 0, — DT
Alors, nous invoquons le lemme suivant du Lemme 14 en [66]
Lemme 48 [66] Soient to,t1, ..., t; une sequence de nombres positives telle que

e <tp— Bt k=0,1,..., K — 1.

Oup>0,0<v<1, alors

K<l
= 3,
Par consequent
—m—2
(m + 1)20m+D m+ 2
t I\I’ = et —_—
e= e = T Y S Y1y

Lemme 49 Soit K le nombre total d’itérations internes dans Uitération extérieure.

Alors, on a
m+2

K < 6(m + 1) g2

Preuve. En utilisant le Lemme 49, on obtient

m—+2

K < % = 6(m + 1)2m 0 2D
1%

D’ou le résultat. m

Maintenant, nous estimons le nombre total d’itérations de notre algorithme.
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Théoréme 50 Si 7 > 1, le nombre total d’itérations est d’au plus

0

m m+2
6(m+1) 3 1 VA L log e
0 €
Preuve. Dans I'algorithme, nu < e, p* = (1—0)*u° et pu° = %OSO) Par simple

calcul, nous avons

nu®

1
K < —log —.
0 €
o, . . s . . 2 0
Par conséquent, le nombre d’itérations extérieures est majorée par %log e
multipliant le nombre d’itérations extérieures par le nombre d’itérations internes,

nous obtenons une borne supérieure pour le nombre total d’itérations, & savoir,

0

m m+2
6(m+1) 31 Py % log e
Pour I'algorithme de grand pas, on obtient O(m?’?r: nom log w) itérations
et O(mggil v/nlog w) pour petit pas.

D’ou le résultat. m
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Conclusion

Les méthodes de points intérieurs sont connues par leur efficacité, rapidité de
convergence, simplicité algorithmique et capacité de résoudre des problémes de grandes
tailles. L’inconvénient principal dans ce type de méthodes est l'initialisation, c’est-
a-dire la détermination d’un point initial qui se trouve a l'intérieur du domaine.
La plupart des résultats théoriques supposent que ce point initial est connu, mais
numériquement ’obtention de ce point initial prend beaucoup de temps.

Dans cette thése, nous avons apporté des contributions d’ordre algorithmique,
théorique et numérique. En effet, I'introduction du poids et également ’approche
non réalisable constituent un reméde appréciable pour le probléme d’initialisation au
niveau des méthodes de trajectoire centrale. Et d’autre part, en utilisant la fonction
noyau d’objective d’atteint une nouvelle classe de direction de descente, condition de
proximité et la complexité théorique.

Les résultats obtenus sont trés encourageants et donnent lieu a d’autres perspec-
tives dans le domaine de I'optimisation numérique. Les recherches futures pourraient
se concentrer sur l’extension de I'optimisation cone symétrique. Enfin, les tests nu-
mériques pour (SDO) est un travail intéressant pour étudier le comportement d’

algorithme afin d’étre comparée avec d’autres approches existantes.
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Annexe

1. Calcul d’une solution initiale strictement réalisable pour la program-
mation mathematiques sous contraintes linéaires

1.1. Solution initiale primale strictement réalisable

Un point primal strictement réalisable d’un programme mathematique est une

solution du probléme :

(PF) {Az =b, x > 0}

En utilisant la téchnique de la variable artificielle [53], le probleme (PF') est équi-

valent au probléme suivant :

min A
s.c

Az + Ab— Aa) =10

x>0, A>0
Tel que a € R, est choisi arbitrairement dans I'orthant positif et A une variable
artificielle. Posons z = (z, A), le probléme (P;) est équivalent au programme linéaire

suivant :

min ¢z = w*
s.c

Az =1

{ z>0
Ol\l c= (07 e 1) S §Rn+17 Z = (Aa b - ACL) S %m ><n+1‘
Le probléme (P;) vérifie les hypothéses de Karmarkar :

1) w* = 0.
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2) z = (a, 1) est une solution strictement réalisable de (P).

3) la matrice A est de plein rang (rg A = m < n+1). Plus précisement Karmarkar
[43] démontre le théoréme suivant :

Théoréme : 3 ¢ > 0, telle que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1) x solution de (PF).

2) (P2) admet une solution optimale (z, \) | A <e.

Remarque : Pour résoudre le probléme (Pz), on utilise la variante de Ye-Lustig
[58] décrite dans la suite.

1.2. Solution initiale duale strictement réalisable

Un point strictement réalisable pour le probléme dual est une solution du pro-

bléme :

(DF) {A'y+s=V[(z), yeR", s >0}
On pose : y =yt —y~ tel que y™ > 0et y~ > 0.
Le probléme (DF) est équivalent au probléme suivant :
(DF) {A'(y" =y ) +s=Vf(z), y" >0, 5y~ >0, s> 0}
= {Aty+ — Ay +s=Vf(z), y" >0,y >0, s> O}

En utilisant la technique de la variable artificielle, le probléme (DF') est équivalent

au probléme suivant :

min \
s.c

Dd+ AV f(z) — Da) =V f(z)

d>0, A>0
Tel que :

a € ]R’}:fm est choisi arbitrairement dans I’orthant positif.
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A une variable artificielle.

D = (A!, —A" I) est une matrice de ™ * 2"+",

d=(y", y~, s) un vecteur de & >

Posons t = (d, \) € R*"™™F1 le probléme (D;) est équivalent au programme

linéaire suivant :

( —t
min ¢t =v*

S.C

Dt = Vf(x)

t>0
Oue=(0,..,0, 1) € B2+l D = (D, c— Da) € R" * 2m+n+l,
Le probléme (D) vérifie les hypothéses de Karmarkar :
1) v* = 0.
2) t = (a, 1) est une solution strictement réalisable de (D).
3) la matrice D est de plein rang (rg D =n<2m+n+ 1).
De la méme facon que le théoréme précédent on a aussi :
(y, s) solution de (DF') <= (D5) admet une solution optimale (d, \) / A < e.
Algorithme (Variante de Ye-Lustig)
Début
£ > 0 est un paramétre de précision, 2° = (22, \°)t, €= (0,..., 0, 1)
k=0
Si (]]Az° — b|| < ) alors :
Stop, on dit que x° est une solution approximative de (PF) et aller a Fin.
Sinon
b/
Si (\* < ¢) alors :

Stop, on dit que z* est une solution approximative de (PF) et aller 4 Fin.
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Sinon

Poser :
Dy, = diag(z*)
B =1A, b— Ad]
_ 1
(n+1)(n+2)
By, = [BDy, —b
Prendre :
Y =0 e
af\k_‘_l = yk+11[n+2] Dk yk+1 [77, + 1]
Poser :

¥ = ¥ [p] | et aller A b.
fin si.
fin si.

Fin.
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