
سلاسل الدوال
       لتكنX  و Y  مجموعتين غير خاليتين بحيث [image: image2.png]
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     Xو [image: image6.png]


  [image: image8.png]


 Y حيث 
( [image: image10.png]


 =[image: image12.png]


  أو ([image: image14.png]


= [image: image16.png]


   ، لتكن   [image: image18.png]


 (X,Y) مجموعة الدوال المعرفة من X  نحو .Y 
     إن دراسة سلاسل الدوال يعود إلى دراسة متتاليات الدوال.
1)تعاريف:
تعريف1:
لتكن [image: image20.png]


 سلسلة بحيث [image: image22.png](Unlnen



 متتالية دوال حقيقية أو مركبة معرفة على المجموعة الغير خالية [image: image24.png](U, eF(XY))X




          لِدراسة السلسلة [image: image26.png]


 ندرس متتالية المجموعات الجزئية [image: image28.png]tOninen



 بحيث [image: image30.png]


 المعرفة ِب: 
[image: image32.png]I, U (@), xeX



  [image: image34.png]Sp(x)




تعريف2 :
· السلسلة [image: image36.png]


 تسمى باقي السلسلة[image: image38.png]I, Us




   من الرتبة   [image: image40.png]


 أي :
[image: image41.png]=D Ui So=Upay + Upsz -

k=0




· نقول أن السلسلة [image: image43.png]


 متقاربة عند النقطة[image: image45.png]Xo



 [image: image47.png]x €X




  
إذا كانت السلسلة العددية [image: image49.png](%0)



 [image: image51.png]


 متقاربة.
· نقول أن السلسلة [image: image53.png]


 متقاربة على [image: image55.png]


 (على مجموعة جزئية [image: image57.png]



مع A[image: image59.png]c X



) نحو [image: image61.png]


 إذا كانت السلسلة[image: image63.png]x)



 [image: image65.png]


 متقاربة عند كل           نقطة [image: image67.png]


 من [image: image69.png]


 ([image: image71.png]X €A



 على التوالي) نحو[image: image73.png]%)



 [image: image75.png]


 و نقول في هذه                 الحالة أن التقارب بسيط و نكتب:
[image: image76.png]U, = lim S,=S$

noteo




· تسمى S بمجموعة السلسلة.
و لدينا التكافؤات:
[image: image78.png]


 متقاربة عند [image: image80.png]


 [image: image82.png]2y =gk (X0)



 [image: image84.png]


متقاربة.
[image: image86.png]on(Xg) &



 متقاربة.
[image: image88.png]


 متقاربة على[image: image90.png]Yo kD), VXEA S A



   متقاربة.
                                 [image: image92.png]


   متقاربة نحو [image: image94.png]



2) ملاحظات:
ملاحظة1 : 
                 تعار يف و نظريات السلاسل العددية تبقى صحيحة بالنسبة 
ِلسلاسل الدوال. 
ملاحظة2 :
[image: image96.png]T o Uy Aldl 08 Y = C s 2



  متقاربة على [image: image98.png]


 إذا و فقط إذا كان الجزء الحقيقي  [image: image100.png]Y=o Re Uy



 و الجزء التخيلي [image: image102.png]Y=o Im Uy



 متقاربين على [image: image104.png]


  و لدينا : 
[image: image105.png]



ملاحظة 3:
إذا كانت السلسلة [image: image107.png]Un



 متقاربة على [image: image109.png]


 فإن باقي السلسلة [image: image111.png]


 يؤول نحو0 لما [image: image113.png]n — +oo



  لأن :
[image: image114.png]VneN,





[image: image115.png]



ملاحظة 4:
         إذا كانت السلسلتين  [image: image117.png]Un



  و  [image: image119.png]On



 متقاربتين 
على [image: image121.png]


 فإن السلسلة [image: image123.png]En(AUy +aVy)



 حيث [image: image125.png]A€ C



 سلسلة متقاربة على[image: image127.png]


و لدينا المجموع:
[image: image128.png]i(w,.mv,.):xi U,.+ai v,
= F=y =y




3)التقارب المطلق:
             نقول أن السلسلة  [image: image130.png]Un



 متقاربة مطلقا على [image: image132.png]


 إذا كانت السلسلة [image: image134.png]Yn=0lUn|



 متقاربة ببساطة على [image: image136.png]



قضية:
إذا كانت  [image: image138.png]Un



   و  [image: image140.png]


 سلسلتين متقاربتين مطلقا على [image: image142.png]


 فإن جداؤهما [image: image144.png]


 سلسلة متقاربة مطلقا على [image: image146.png]


بحيث:
[image: image147.png]



و لدينا: 
[image: image148.png]



4)التقارب المنتظم:
تعريف : 
         نقول أن السلسلة  [image: image150.png]Un



 بحيث [image: image152.png]Up:X—=R



  متقاربة بانتظام إذا كانت [image: image154.png](Sn)nen



 متتالية متقاربة بانتظام نحو [image: image156.png]


 أو إذا كانت السلسلة 
متقاربة و الباقي [image: image158.png](Rnnen



  متتالية تؤول بانتظام نحو0 و نكتب:
[image: image160.png]Un



 [image: image162.png]



ملاحظة:
         التقارب المنتظم للسلسلة [image: image164.png]Un



 على [image: image166.png]


 يعني:
[image: image167.png]Ve>0, 3N.>0:VneN,

A

komt1

VxEX, [n>N, =
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5)معيار كوشي:
                 حتى تكون السلسلة [image: image169.png]Un



 متقاربة بانتظام على  [image: image171.png]


 يكفي و يلزم ما يلي :  
[image: image172.png]Ve>0, 3N,eN:VnVpz=1, VxeX




[image: image173.png]nTe
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مثال 1:
         السلسلة  [image: image175.png]


 متقاربة على المجال [image: image177.png]|—1,1]



 نحو المجموع [image: image179.png]S(x) =




.
لكن التقارب ليس منتظم على  [image: image181.png]|—1,1]



  لأن :
[image: image183.png]Vi lim < (S,(¥) = S()) = suPxel111(S2 () = S()) =

=



 
على كل مجال [image: image185.png]


 مع [image: image187.png]0<a<l



 هناك تقارب منتظم لأن:
[image: image188.png]n+l

Vx € [—a,a],|S,(x) - S()| <
1—a





مع:                                [image: image190.png],,m
1=

nston 0




مثال 2:
         السلسلة  [image: image192.png]L
05



 متقاربة على [image: image194.png]\[-1,1]



 [image: image196.png]


 نحو [image: image198.png]



التقارب منتظم على المجموعة  [image: image200.png]


  بحيث: [image: image202.png]b>1



 )يكفي أخذ تغيير المتغير[image: image204.png]


 في المثال1). 
6)التقارب النظيمي:
تعريف : نقول أن سلسلة الدوال  [image: image206.png]Un



   بحيث [image: image208.png]


 [image: image210.png]


 [image: image212.png]


  [image: image214.png]


 
متقاربة نظيميا على  [image: image216.png]


 إذا كانت السلسلة العددية ذات الحدود الموجبة [image: image218.png]Sn=0 1Unll



  متقاربة مع:  
[image: image219.png]1Unll = sup|Un(x)]
ek




 نسمي [image: image221.png]


 نظيما.
قضية : 
              إذا كانت السلسلة[image: image223.png]Un



  متقاربة نظيميا على X فإنها متقاربة بانتظام على X. 
البرهان:  لدينا:         
   [image: image225.png]Vn,Vp 2 1, 5UPsex|Unss (¥ + Upaz (1) + -+
Upsp (0] < 5up|Upyy (O] +sup|Upy, (O] ..+

xex xex

sup| U, ()]

xeX



          
     و حسب معيار كوشي فان السلسلة  [image: image227.png]Un



 متقاربة بانتظام على  [image: image229.png]



قضية:
         نقول أن السلسلة  [image: image231.png]Un



 متقاربة نظيميا إذا وجدت سلسلة ذات
 حدود موجبة  [image: image233.png]n=0




 متقاربة  بحيث: 
[image: image234.png]Vn € N,Vx € X, |U, (x)| =,




ملاحظة:
        التقارب النظيمي أقوى من التقارب المنتظم لأنه يمكن إيجاد سلاسل متقاربة بانتظام و ليست متقاربة نظيميا.
مثال: لنعتبر سلسلة التوابع ذات الحد العام :
[image: image235.png]sin’x "
T s € , (n+ 1
VneN,U, () =1 7 ES x € Jnm, (n + 1)r]

0 U8 x&lnm (n+ Dl




لدينا:
[image: image236.png]1

1Un @)l = sup|Un (0] =7
YeR n




         و بما أن السلسلة  [image: image238.png]


 متباعدة فإن السلسلة[image: image240.png]


 [image: image242.png]


 ليست متقاربة نظيميا و لكنها متقاربة بانتظام لكون وجود على الأكثر حد غير معدوم, و حسب معيار كوشي فإن السلسلة متقاربة بانتظام .
[image: image243.png]1
|Un G0 + Un GO + -+ Unip (0] <




نظرية آبال :(Abel)
         لنفرض أن[image: image245.png]=0c,,. V,(x)



 [image: image247.png]U, (x)



  مع الفرضيات التالية:
1. [image: image249.png](Xn)



 متتالية حقيقية أو مركبة بحيث :
[image: image251.png]o, =,

S



  و [image: image253.png]Y O, —
‘=gl Cn T %nt1l



 متقاربة
2. [image: image255.png]AM > 0/Vn=0,¥p=0,Vx € X;



          
لدينا:
[image: image256.png]Vn() + Vo100 +-+ Vi (0| = M




فان السلسلة   [image: image258.png]Un



  متقاربة بانتظام على  [image: image260.png]


.
البرهان:
         بوضع: [image: image262.png]


نجد : 
[image: image263.png]Up + -t Unsp =Vio— @u1(V,; — Vo) +-




[image: image264.png]s (Vp = Vip-1)




[image: image265.png]Vo (@ — @nse1) + Vo1 (@ney — @ngg) + -




[image: image267.png](@1~ Cntp) Vi1 F OV



 
باستعمال الفرضيات نجد :
[image: image268.png]IUn + -+ Ungopll
< M1ty = Q1] + [y — Cng2l +
F @1 = Antp| + X))




و حسب معيار كوشي من أجل 
[image: image270.png]p — +oo



  السلسلة متقاربة بانتظام.
مثال:
         السلسلة  [image: image272.png]el



 متقاربة على  [image: image274.png]


 و لنعتبر المجال [image: image276.png]la,b]



 حيث: [image: image278.png]2Km € [a,b]



 و [image: image280.png]k€eL




بوضع  [image: image282.png]


 [image: image284.png]


 و  [image: image286.png]ginx



 [image: image288.png]


 نلاحظ أن فرضيات آبال محققة, بالفعل:
[image: image289.png]1
Fn

|einx 4 gitn+Dx
DT 4 gilnipdx| <




بحيث:                [image: image291.png]N, SUP.efas] < oo




 [image: image293.png]Vn €




والفرضية (ب) محققة و منه السلسلة متقاربة بانتظام.
خواص مجموع سلسلة التوابع:
الإستمرارية:
نظرية:
          إذا كانت سلسلة التوابع [image: image295.png]Un



 متقاربة بانتظام نحو S على  [image: image297.png]


 و كل التوابع [image: image299.png]


 مستمرة عند النقطة  x0  من [image: image301.png]


 فان المجموع S للسلسلة 
مستمر عند النقطة x0.
قضية:
         إذا كانت سلسلة التوابع [image: image303.png]Un



 متقاربة بانتظام على  المجال 
[image: image305.png]la,b]



 و كل التوابع [image: image307.png]


 مستمرة على [image: image309.png]la,b]



 فإن المجموع S مستمر على [image: image311.png]la,b]



.
ملاحظة:
             إنطلاقا من النظرية يمكن أن نكتب:
[image: image312.png]lim U = z Jim Uy (0 = ZU (x0)

o Ly





قضية:
                إذا كانت سلسلة التوابع   [image: image314.png]Un



   [image: image316.png]


 متقاربة بانتظام على  
[image: image318.png]


 و من أجل كل  [image: image320.png]


بحيث [image: image322.png]n€N



 ، [image: image324.png]U, X



 تقبل النهاية [image: image326.png]


 لما [image: image328.png]


 يؤول إلى [image: image330.png]Xo



   [image: image332.png]Xp € X)



) فان السلسلة   [image: image334.png]Un



 متقاربة و لدينا على X  :
              [image: image336.png]=0 My, Un (X)





ملاحظة:                                                                    إذا كانت الفرضيات غير محققة يمكن أن تكون النتائج غير صحيحة.
مثال:
[image: image337.png]vxe]-1,1[





و لدينا:  [image: image339.png]lim > 2 =(=1)"




رغم أن:                      [image: image341.png]lim > 1




 فإن السلسلة  [image: image343.png]


  غير متقاربة.
و بالتالي غير ممكن أن يكون تقارب السلسلة  [image: image345.png]


  منتظم.
مثال:
         السلسلة   ([image: image347.png]


)[image: image349.png]


 متقاربة على [image: image351.png]—1,1]




بحيث:    [image: image353.png]1 58 xel]-11
:{0 S8 x=1



 ([image: image355.png]


)[image: image357.png]Do X"




لأن:              [image: image359.png]Sp0)=1—x"%"




بما أن [image: image361.png]


 دالة غير مستمرة على المجال [image: image363.png]—1,1]



 فان التقارب غير منتظم.
التكامل:
نظرية:
    إذا كانت السلسلة [image: image365.png]Un



 متقاربة بانتظام على  [image: image367.png]la,b]



 و التوابع [image: image369.png]


 
قابلة للمكاملة على [image: image371.png]la,b]



 فإن مجموع السلسلة [image: image373.png]


 قابل للمكاملة و لدينا:
[image: image374.png]af Seodx = af <§DU,. (x)) dx= Z af Unyda




مثال:
         إنطلاقا من السلاسل الهندسية يمكن أن نبين أن السلاسل:
[image: image375.png]gl

|-




[image: image376.png]



[image: image377.png]o oon_ 1
P e

=0




متقاربة بانتظام على كل مجال  [image: image379.png]|—1,1]



  [image: image381.png]


 [image: image383.png]la,b]



 و بالتالي باستعمال  التكامل حد ِبحد من 0 إلى [image: image385.png]


 حيث [image: image387.png]x| <1



 نجد:
[image: image388.png]



[image: image389.png]E

-
i

oL
(1 g =1+
Y




[image: image390.png]o ox2ntl

z (~1)' g g = Aretg





نظرية:
   لتكن [image: image392.png]Yn=o Un (X) = (2



 سلسلة دوال مستمرة على المجال [image: image394.png][a, +oo]



  
و متقاربة بانتظام على كل مجال محدود من [image: image396.png]


 لنفرض زيادة على ذلك و من أجل كل  [image: image398.png]


بحيث[image: image400.png]n€N



 ، التكامل [image: image402.png]fa
U,
I» (X)dx



 متقارب مطلقا و السلسلة ذات الحدود الموجبة [image: image404.png]o (Ja |Un (0]dx)



 متقاربة فان التكامل [image: image406.png]fa
f
(x)dx



 موجود و يساوي [image: image408.png]2o(fa " Un (0)dx)





ملاحظة:
           لدينا المساواة:  
[image: image409.png]S )L (3 e




البرهان: لنضع من أجل [image: image411.png]



[image: image412.png]Sn(X) =Upg(x) + U1 00) + -+ Un(x)




[image: image413.png]Fu0 = [ Su0dt, Foo = [ fode




المتتالية [image: image415.png]Fnlnen



 متقاربة بانتظام نحو [image: image417.png]


  على المجال  [image: image419.png][a, +oo]



 و لدينا:
[image: image421.png]Ful0) =Sy (Ja Up®dt )



-[image: image423.png]F(x)




و منه:        [image: image425.png]Ful0l € 571 (LelUp®]dt )



- [image: image427.png][F(x)




هو باقي لسلسلة ذات حدود موجبة و متقاربة نحو 0 عندما[image: image429.png]- +00



 [image: image431.png]


 
ومن أجل كل [image: image433.png]


 بحيث[image: image435.png]n€N



 , [image: image437.png]Jn(X)



 تؤول, لما [image: image439.png]


 يؤول إلى [image: image441.png]


 نحو:
 [image: image443.png]i S\dt=
FPUdt+ 7P Us@dt + -+ [T U0dt




و بما أن فرضيات النظرية محققة فإن:
[image: image444.png]Falx) = F(x)

et




الإشتقاق:
نظرية:
      ليكن [image: image446.png]


 مجال محدود من [image: image448.png]


 و [image: image450.png]Un



   سلسلة دوال بحيث 
كل حد قابل للإشتقاق على .[image: image452.png]


 
       إذا وجد على الأقل [image: image454.png]Xo



 من [image: image456.png]


 بحيث تكون السلسلة [image: image458.png](xo)



 [image: image460.png]Un



  متقاربة  والسلسلة [image: image462.png](x)



 [image: image464.png]


 و السلسة متقاربة بانتظام على [image: image466.png]


 فان السلسلة [image: image468.png]Y=o Un &)



 متقاربة بانتظام على [image: image470.png]


 و المجموع [image: image472.png]


 قابل للإشتقاق على [image: image474.png]


 مع:
[image: image475.png]e = (ZU (x)) ZU ®




قضية:                                            لنعتبر [image: image477.png]Un



 بحيث [image: image479.png]m=1,U, € €™ ([a,b])



 سلسلة دوال تحقق:
1. السلاسل [image: image481.png]O0<sk=sm-1,37,U;



متقاربة على [image: image483.png]la,b]




2. السلسلة  [image: image485.png]ol § i
o Un



 متقاربة بانتظام على [image: image487.png]la,b]




فان كل السلاسل [image: image489.png]0<k<=mXZ,Uy;



 متقاربة بانتظام على [image: image491.png]la,b]



 و المجموع [image: image493.png]


 للسلسلة [image: image495.png]Un



 من صنف [image: image497.png]


 على [image: image499.png]la,b]



 و لدينا:
[image: image500.png]fPw=Y 1w,0<k<m
&




أعمال موجهة
متتاليات وسلاسل الدوال
نصوص التمارين:
تمرين1:
  أدرس التقارب المنتظم لمتتالية الدوال في حالة ما إذا كانت متقاربة:
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تمرين2:
لنعتبر متتالية الدوال المعرفة كما يلي:
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1. بين أن 
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 متقاربة ببساطة و ليست متقاربة بانتظام نحو نهاية 
[image: image507.wmf]f

 مستمرة عند النقطة 
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2. تحقق من أن المتتالية 
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تمرين3:
                بين أن 
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  من صنف 
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