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0.1 Introduction

Il y a de nombreuses motivations pour étudier les opérateurs linéaires p-sommants.

Citons par exemple leur relation avec les espaces de Lebesgue Lp (théorie de la mesure),

initiée par Pietsch [Pie67], les propriétés des suites p-sommables, ainsi que la théorie

des fonctions intégrables à valeurs vectorielles. En e¤et, un opérateur entre espaces de

Banach u : X ! Y est p-sommant si, et seulement si, pour tout espace de probabilité

(
;�; �) et toute fonction fortement mesurable f : 
! X qui est faiblement intégrable

(i.e., x� � f 2 Lp (�) pour tout x� 2 X�); u � f est p-intégrable au sens de Bochner (i.e.,

u � f est fortement mesurable et ku � f (:)kY 2 Lp (�)). Soient G un groupe topologique

compact et F un sous espace invariant par translation de C (G) (espace des fonctions

continues sur G); X un espace de Banach et u : F ! X un opérateur p-sommant

invariant par translation. Y. Golden [1969] et A. Pe×czyński [1969] ont montré que la

mesure de probabilité qui apparait dans la factorisation de Pietsch de u, appelée parfois

mesure de Pietsch, coïncide avec la mesure de Haar normalisée sur G: Si on prend le

tore G = T = fz 2 C p jzj = 1g ; S. Kwapień et A. Pe×czyński [KPel80] ont prouvé que

l�espace des opérateurs p-sommants invariants par translation de l�algèbre du disque A

dans H2 est isométriquement isomorphe à l�espace des opérateurs invariants par trans-

lation de l�espace de Hardy Hp dans H2: De nombreuses applications à la factorisation

des opérateurs, à la caractérisation de certains espaces de Banach, ainsi que des résul-

tats concernant la théorie des idéaux, motivent l�intérêt de développer cette théorie et

de la généraliser dans d�autres directions, notamment le cas non commutatif et le cas

multilinéaire.

La dé�nition pour p = 1 est due à Grothendieck [Gro56]. Dans son "Célèbre Résumé",

il a utilisé le terme " applications pré-intégrables à droite". Ensuite, A. Pietsch [Pie67] a

dé�ni la classe pour tout p et a démontré les résultats principaux ; on y trouve le théorème

de "Domination/Factorisation", les propriétés d�idéal, d�inclusion, de composition ainsi

que des relations avec d�autres classes d�opérateurs, tels que les opérateurs nucléaires et
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de Hilbert-Schmidt (voir également [Pel67]).

Au début des années 80, et principalement dans [Pie83], il est apparu la généralisation

des idéaux d�opérateurs linéaires au cas multilinéaire. Un idéal des opérateurs multi-

linéaires (ou multi-idéal) M est une classe d�opérateurs multilinéaires bornés tels que

pour tout X1; :::; Xm et Y des espaces de Banach on a : M (X1; :::; Xm;Y ) est un sous

espace de L (X1; :::; Xm;Y ) qui est invariant par rapport à la composition d�un opé-

rateur linéaire à gauche et m opérateurs linéaires à droite et qui contient les opéra-

teurs de rang �nis. Dans certains idéaux multilinéaires, la généralisation est élémentaire.

C�est le cas des opérateurs m-linéaires faiblement compacts, ou complètement continus

ou inconditionnellement convergeant ([AHV83], [BFV01], [GGut94], [GGut95], [GVill03],

[Pel63(1)], [Pel63(2)], [Rya79]), des opérateurs intégraux et nucléaires ([Ale85], [BRyn01],

[CD�AG02], [Din70] , [Vill03]), des opérateurs de Hilbert-Schmidt ([CKP92], [Dwy71],

[Mat03]). La propriété véri�ée dans le cas linéaire reste la même dans le cas multili-

néaire. En revanche, dans le cas des opérateurs p-sommants, la généralisation n�est pas

unique ; de nombreuse dé�nitions ont été introduites dans ce sens et de nombreux articles

ont été consacrés à la notion de sommabilité pour les opérateurs multilinéaires ([Ble88],

[Bot97], [CKMT01], [CD�AG02], [FMat95], [MTon99],[Pell03]).

Pietsch [Pie83] a introduit trois méthodes permettant de construire des idéaux multili-

néaires à partir d�un idéal linéaire I ; ce sont les méthodes de factorisation, de linéarisa-

tion et de composition. Dans la première, on considère les opérateurs m-linéaires qui se

factorisent par un multilinéaire composé par m opérateurs linéaires appartenant à l�idéal

I. L�idéal linéaire des opérateurs p-sommants donne alors, par cette méthode, l�espace

des opérateurs multilinéaires p-dominés. Dans la deuxième, on suppose que les opérateurs

linéaires Tj dé�nis par

Tj : Xj ! L
�
X1; :

[j]: :; Xm;Y
�

où
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Tj (xj)
�
x1; :

[j]: :; xm

�
= T (x1; :::; xm)

sont dans l�idéal linéaire I. L�espace obtenu par la méthode de factorisation est inclus

dans celui qui est engendré par la méthode de linéarisation. La troisième méthode consiste

à composer les opérateurs linéaires de I avec les opérateurs multilinéaires bornés. On

obtient alors l�idéal

I � L (X1; :::; Xm;Y ) :

Cette technique donne l�espace des opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants

à partir de l�idéal des opérateurs linéaires fortements p-sommants introduits par Cohen

[Coh73] :

Cette thèse est consacrée à l�étude des di¤érentes classes d�opérateurs multilinéaires ab-

solument sommants entre des espaces de Banach et le thème de recherche principal est

d�introduire de nouveaux concepts pour établir entre autre la connexion entre les dif-

férents types de sommabilité d�une part. D�autre part, nous allons nous intéresser aux

opérateurs multi sous-linéaires nouvellement introduits a�n de trouver des liens avec les

opérateurs multilinéaires, ce qui permet de développer et d�enrichir la théorie des idéaux

d�opérateurs multilinéaires.

Le point de départ de la thèse était l�étude des opérateursm-linéaires Cohen fortements p-

sommants introduits par Achour et Mezrag en 2007 comme généralisation des opérateurs

linéaires fortements p-sommants. On s�est proposé de démontrer que cet espace est un

multi-idéal qui s�interprète par la méthode de composition de Pietsch à partir de l�idéal

linéaire des opérateurs fortements p-sommants. Autrement dit, étant donné un opérateur

multilinéaire

T : X1 � :::�Xm ! Y;

T est Cohen fortement p-sommant si et seulement si il existe un espace de Banach G, un
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opérateur fortement p-sommant u : G! Y et un opérateur multilinéaire

A : X1 � :::�Xm ! G

tels que T = u � A. Le lien avec les opérateurs adjoints est aussi agréable. En e¤et,

l�opérateur T est Cohen fortement p-sommant si et seulement si son opérateur adjoint

T � : Y � ! L (X1; :::; Xm)

dé�ni par T � (y�) (x1; :::; xm) = y�T (x1; :::; xm) est p�-sommant. Ces belles propriétés lui

font comme une classe intéressante permettant de jouer un rôle intermédiaire entre les

di¤érentes classes qui généralisent �p (espace des opérateurs p-sommnts). On a pu mon-

trer plusieurs résultats de comparaison notamment le théorème de Bu multilinéaire qui

relie les opérateurs multilinéaires p-dominés avec ceux de Cohen fortement q-sommants

quand les espaces Xj sont des Hilbert. On a utilisé une autre technique que celle utilisée

par Achour et Mezrag ; la clé était de montrer que le produit tensoriel projective des

opérateurs Cohen fortement pj-sommants u1 
� :::
� um où

1

p1
+ :::+

1

pm
=
1

p

est un opérateur Cohen fortement p-sommant. La question de caractérisation des espaces

de Banach a été aussi entamée. Une bonne partie est consacrée à donner des versions

multilinéaires et polynômiaux du théorème de Kwapień. Il s�agit de caractériser les es-

paces de Hilbert. Les espaces de Banach Xj (1 � j � m) sont isomorphes aux espaces

de Hilbert si, et seulement si, pour tout espace de Banach Y et tout opérateur p-dominé

T : X1� :::�Xm ! Y; T est Cohen fortement q-sommant avec 1 < p; q <1: Dans le cas

des polynômes, tout d�abord on introduira le concept de Cohen fortement p-sommant

sur l�espace de polynômes, puis on établira leurs relations avec les opérateurs multili-

néaires symétriques associes d�une part et avec leurs opérateurs liéarisés d�autre part.
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Le théorème qui généralise celle de Kwapień sera donné. Un autre axe de cette thèse

était d�introduire une nouvelle dé�nition de sommabilité dans la catégorie des opérateurs

multilinéaires, appelés opérateurs multilinéaires Cohen (p; p1; :::; pm)-nucléaires. Notre

motivation est d�étudier de nouveaux types d�opérateurs multilinéaires admettant des

factorisations par des opérateurs linéaires p-sommants et Cohen fortements p-sommants.

On fera une étude approfondie de cette classe d�opérateurs. On montrera qu�elle conserve

la plupart des propriétés du cas linéaire et qu�elle possède de bonnes propriétés d�idéal.

Grâce au théorème de Pietsch, on montrera que l�opérateur multilinéaire T est Cohen

(p; p1; :::; pm)-nucléaires si et seulement si il existe un opérateur linéaire Cohen fortement

p-sommant v; un multilinéaire borné A et des opérateurs linéaires pj-sommants uj avec
1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
tels que T s�écrit comme suit

T = v � A (u1; :::; um) :

Cela généralise le théorème de factorisation de Kwapien pour les opérateurs linéaires

p-nucléaires. Avec cette factorisation, on peut montrer que T est compact lorsque Y est

un espace de Banach re�exif ou bien lorsque les espaces Xj sont des espaces de Hilbert.

Finalement, on s�intéressera au problème d�extension des opérateurs multilinéaires. Dans

un cas particulier, on comparera des opérateurs multilinéaires et des opérateurs multi-

sous linéaires qu�on introduira dans cette thèse.
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Chapitre 1

Idéaux d�opérateurs multilinéaires

En premier lieu, on va présenter les notions et une sélection des résultats classiques

concernant les opérateurs multilinéaires. Puis, on discute les classes d�idéaux d�opérateurs

multilinéaires et leurs méthodes de constructions introduites par Pietsch. La dernière

partie sera consacrée à l�étude de classes importantes d�opérateurs multilinéaires, qui

sont les opérateurs absoluments p-sommants, p-dominés, multi p-sommants, fortement

p-sommants et Hilbert Schmidt et de leurs propriétés.

1.1 Les applications multilinéaires

Soient m 2 N et X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Une application

T : X1 � :::�Xm ! Y;

est dite opérateur ou application multilinéaire (ou m-linéaire) si

T (x1; :::; �xj + �yj; :::; xm) = �T (x1; :::; xj; :::; xm) + �T (x1; :::; yj; :::; xm) ;

pour tout j (1 � j � m) et xj; yj 2 Xj; �; � 2 K (K = R ou C) : Si Y = K; T est dit

forme multilinéaire.
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L�ensemble S des éléments de Y de la forme T (x1; :::; xm) ; xj 2 Xj (1 � j � m) ; n�est

pas un espace vectoriel : voir l�exemple [Gre67, Partie 1.1]. On note L (X1; :::; Xm;Y )

l�ensemble des opérateurs multilinéaires deX1�:::�Xm dans Y: Dé�nissons les opérations

linéaires suivantes

(T1 + T2) (x
1; :::; xm) = T1 (x

1; :::; xm) + T2 (x
1; :::; xm)

(�T ) (x1; :::; xm) = �T (x1; :::; xm) ;

ce qui donne à L (X1; :::; Xm;Y ) une structure d�espace vectoriel. Grâce à la formule

T (x1; :::; xm)� T (y1; :::; ym) = T (x1 � y1; x2; :::; xm)

+T (y1; x2 � y2; x3; :::; xm) + :::+ T (y1; :::; ym�1; xm � ym) ;

on peut montrer le résultat suivant.

Proposition 1.1 (Multilinéaire borné). Pour T 2 L (X1; :::; Xm;Y ), les a¢ rmations

suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est continue.

(2) L�opérateur T est continue en (0; :::; 0) :

(3) Il existe une constante C > 0 telle que kT (x1; :::; xm)k � C kx1k ::: kxmk pour tout

(x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm.

Dans ce cas, on dit que T est borné et on pose

kTk = sup
kxjk�1; 1�j�m



T �x1; :::; xm�


= inf fC; C véri�ant l�inégalité ci-dessusg :

Il est facile de voir qu�elle dé�nit une norme sur L (X1; :::; Xm;Y ). L�espace des applica-

tionsm-linéaires continues (ou bornées) de X1�:::�Xm dans Y est un espace de Banach.

On le note L (X1; :::; Xm;Y ) : Si Y = K, on écrit L (X1; :::; Xm). Si X1 = :::: = Xm = X,

on note simplement L (mX;Y ). On désignera aussi par B (X;Y ) l�espace des opérateurs
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linéaires bornés de X dans Y . Rappelons qu�un opérateur multilinéaire T induit des

opérateurs linéaires

Tj : Xj ! L
�
X1; :

[j]: :; Xm;Y
�
;

où

Tj
�
xj
� �
x1; :[j]: :; xm

�
= T

�
x1; :::; xm

�
;

ce qui permet d�identi�er l�espace L (X1; :::; Xm;Y ) avec L
�
Xj;L

�
X1; :

[j]: :; Xm;Y
��
pour

tout j = 1; :::;m: Un cas particulier est souvent utilisé dans la théorie linéaire, lorsqu�on

prend m = 2 et Y = K :

L (X1; X2) = B (X1;X
�
2 ) : (1.1)

Dé�nition 1.2 (Multilinéaire symétrique). Soient X; Y deux espaces de Banach. Soit

T : X � :::�X| {z }
m

! Y un opérateur multilinéaire borné ; l�opérateur T est dit symétrique

s�il est invariant par rapport à toute permutation des variables, i.e.,

T � �
�
x1; :::; xm

�
:= T

�
x�(1); :::; x�(m)

�
= T

�
x1; :::; xm

�
;

pour toute permutation �: On note LS (mX;Y ) l�espace des opérateurs multilinéaires

continus symétriques.

Si on fait toutes les permutations possibles on peut associer à T 2 L (mX;Y ) un opérateur

symétrique TS 2 LS (mX;Y ). Soit T : X � :::�X| {z }
m

! Y un opérateur m-linéaire, on pose

TS =
1

m!

X
�

T � �:

L�opérateur TS s�appelle opérateur symétrisé de T . On a

(1) Si T 2 L (mX;Y ), alors TS 2 LS (mX;Y ) :

(2) TS = T si, et seulement si, T est symétrique.

(3) L�opérateur linéaire S : L (mX;Y ) ! LS (mX;Y ) : T ! S (T ) = TS est une

projection:
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1.2 Représentation sur un produit tensoriel

Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach. On note X1 
 :::
Xm le produit tensoriel

algébrique de X1; :::; Xm: On dé�nit la norme projective par

kvk� = inf
(

nX
i=1

mY
j=1



xji


)
; (1.2)

où l�in�mum porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme

v =

nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi :

On note X1b
�:::b
�Xm le produit tensoriel projectif des espaces X1; :::; Xm i.e. ; le com-

plété de X1 
 ::: 
 Xm pour cette norme: Si X1 = ::: = Xm = X on écrit simplementb
m� X: A chaque opérateur multilinéaire T : X1 � ::: �Xm ! Y on peut lui associer un

opérateur linéaire, appelé linéarisation de T , eT : X1b
�:::b
�Xm ! Y dé�ni par

eT ( nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi ) =
nX
i=1

T
�
x1i ; :::; x

m
i

�
: (1.3)

Il est bien dé�ni, car il ne dépend pas de repésentation choisie (voir [Rya01]). De plus, eT
est unique et




eT


 = kTk. En e¤et, soit v = nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi ; on a




eT (v)


 = 





nX
i=1

T (x1i ; :::; x
m
i )






 � kTk
nX
i=1

kx1i k ::: kxmi k ;

comme v est arbitraire,



eT


 � kTk kvk� : Donc, eT est borné et 


eT


 � kTk : D�autre

part, kTk �



eT


 parce que
kT (x1; :::; xm)k =




eT (x1 
 :::
 xm)


 � 


eT


 kx1k ::: kxmk :
Soit maintenant eB un autre opérateur linéarisé de T ; pour tout (x1; :::; xm) 2 X1�:::�Xm

on a
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eB (x1 
 :::
 xm) = T (x1; :::; xm) = eT (x1 
 :::
 xm) :
Par linéarité, eB; eT sont identiques surX1
:::
Xm et en�n, par densité, ils sont identiques

sur X1b
�:::b
�Xm:

On a

L (X1; :::; Xm;Y ) = B
�
X1b
�:::b
�Xm;Y

�
; (1.4)

car l�application

� : L (X1; :::; Xm;Y ) ! B
�
X1b
�:::b
�Xm;Y

�
T ! � (T ) = eT (1.5)

est une isomorphisme isométrique.

On étudiera plus précisément les relations entre les propriétés de T et de eT .
Cas particulier. Le dual deX1b
�:::b
�Xm s�identi�e à l�espace des formes multilinéaires

bornées �
X1b
�:::b
�Xm

��
= L (X1; :::; Xm) : (1.6)

Cette dualité donne une nouvelle formule pour la norme projective

kvk� = sup
�
jhv; T ij : T 2 BL(X1;:::;Xm)

	
:

Remarque 1.3. Dans le cas linéaire, B (X;Y �) s�identi�e à
�
X b
�Y �� ; ici, d�après (1,4),

on a l�identi�cation isométrique

�
X1b
�:::b
�Xmb
�Y �� = L (X1; :::; Xm;Y

�) : (1.7)
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Opérateurs diagonaux. Les plongements naturels de X dans X � :::�X| {z }
m

et dans

b
m� X; notés �m et �m respectivement, sont dé�nis par

�m : X ! X � :::�X

x ! (x; :::; x)
;
�m : X ! b
m� X

x ! x
 :::
 x

Il est claire que le diagramme suivant est commutatif

X

�m #
�m
&

X � :::�X| {z }
m

!
im

b
m� X
i.e., im ��m = �m; où im est l�opérateur multilinéaire canonique de X1 � :::�Xm dans

X1b
�:::b
�Xm; dé�ni par

im
�
x1; :::; xm

�
= x1 
 :::
 xm:

On a aussi le diagramme suivant qui est commutatif.

X1 � :::�Xm

im #
T

&

X1b
�:::b
�Xm !eT Y

i.e.,

T = eT � im: (1.8)

1.3 Idéaux d�opérateurs multilinéaires

Depuis l�article célèbre de A. Pietsch intitulé "Ideals of multilinear functions" [Pie83],

le succés de la théorie des idéaux linéaires a une in�uence considérable sur le dévelop-
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pement des idéaux d�opérateurs multilinéaires et polynômes homogènes entres espaces

de Banach. Pour plus d�information sur le sujet, voir par exemple [Bra87], [BPR07] et

[Bot05].

Dé�nition 1.4 (Opérateurs de rang �ni). Un opérateur multilinéaire T 2 L(X1; :::; Xm;Y )

est de rang �ni s�il est somme �nie d�opérateurs de la forme

Ty
mj=1x�j = x
�
1 
 :::
 x�m 
 y :

�
x1; :::; xm

�
! x�1

�
x1
�
:::x�m (x

m) y;

où x�j 2 X�
j (1 � j � m) et y 2 Y . L�espace des opérateurs m-linéaires de rang �ni sera

noté Lf (X1; :::; Xm;Y ):

Dé�nition 1.5 (Idéal des opérateurs m-linéaires). Un idéal des opérateurs multilinéaires

(ou multi-idéal)M est une classe d�opérateurs multilinéaires bornés tels que pour tout

X1; :::; Xm et Y des espaces de Banach on a :

(1) L�ensembleM (X1; :::; Xm;Y ) est un sous espace de L (X1; :::; Xm;Y ) qui contient les

opérateurs m-linéaires de rang �nis.

(2) Propriété d�idéal : si T 2 M (X1; :::; Xm;Y ) ; uj 2 B (Ej;Xj) et v 2 B (Y ;F ) ; alors

v � T � (u1; :::; um) est dansM (E1; :::; Em;F ) :

De plus, si k:kM :M! R+ satisfait

(10) (M (X1; :::; Xm;Y ) ; k:kM) est un espace normé (Banach)

(20) kAn : Kn ! K; An (x1; :::; xm) = x1:::xmkM = 1:

(30) Si T 2M (X1; :::; Xm;Y ) ; uj 2 B (Ej;Xj) ; v 2 B (Y ;F ) ;

kv � T � (u1; :::; uj)kM � kvk kTkM ku1k ::: kumk :

Alors (M; k:kM) s�appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs multilinéaires.

L�idéal des opérateurs multilinéairesM est dit symétrique si TS 2M dès que T 2M.

Exemple 1.6. (a) Les opérateurs multilinéaires faiblement compactsW (X1; :::; Xm;Y ) ; i.e.,
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les m-linéaires qui envoient tout ensemble borné sur un ensemble relativement faiblement

compact.

(b) Les opérateurs multilinéaires compacts K (X1; :::; Xm;Y ) ; i.e., les m-linéaires qui en-

voient tout ensemble borné sur un ensemble relativement compact.

(c) Les opérateurs multilinéaires de rang �nis Lf (X1; :::; Xm;Y ): Ces idéaux constituent

des exemples importants. Les deux premiers sont des idéaux de Banach.

1.4 Méthodes de construction

Il y a di¤érentes manières de construire un idéal des opérateurs multilinéaires à partir

d�un idéal linéaire I, i.e., qui véri�e la Dé�nition (1.5) pour m = 1. On rappelle que

l�idéal linéaire I est fermé s�il est fermé dans l�espace des opérateurs linéaires bornés, et

injectif s�il véri�e la propriété d�injectivité, i.e.,

T 2 I (E;F ), i � T 2 I (E;G) ;

où i 2 B (F ;G) est une isométrie (ki (f)k = kfk ; 8f 2 F ): La propriété véri�ée par

les opérateurs de I peut parfois être généralisée au cas multilinéaire et la classe obtenue

s�avère être un idéal (c�est le cas pour l�idéal des opérateurs (faiblement) compacts). La

généralisation n�est pas nécessairement unique (par exemple pour l�idéal des opérateurs

p-sommants).

Les méthodes suivantes sont décrites dans [Pie83] :

1.4.1 La méthode de factorisation

Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Un multilinéaire T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) est

de type L(I); et on écrit T 2 L (I) (X1; :::; Xm;Y ), s�il existe des espaces de Banach

G1; :::; Gm; des opérateurs linéaires uj 2 I (Xj;Gj) ; j = 1; :::;m; et un opérateur multi-
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linéaire borné A 2 L(G1; :::; Gm;Y ) tels que le diagramme suivant commute

X1 �:::� Xm
T�! Y

# u1 # um A%

G1 �:::� Gm

en d�autres termes T = A � (u1; :::; um) : Si I est normé on dé�nit pour tout T 2

L (I) (X1; :::; Xm;Y )

kTkL(I) = inf kAk ku1kI ::: kumkI ;

où l�in�mum porte sur toutes les factorisations possibles de T = A � (u1; :::; um) avec

uj 2 I.

Proposition 1.7. Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Alors,

(1) L�espace L (I) est un idéal des opérateurs multilinéaires.

(2) Si I est un idéal de Banach, alors
�
L (I) ; k:kL(I)

�
est un idéal quasi Banach des

opérateurs multilinéaires.

Notation. Soient Ij 1 � j � m des idéaux d�opérateurs linéaires. On note L (I1; :::; Im)

l�idéal des opérateurs multilinéaires construit par la méthode de factorisation, i.e., dans

la factorisation T = A � (u1; :::; um), on a

uj 2 Ij (Xj;Gj) ; j = 1; :::;m:

1.4.2 La méthode de linéarisation

Soit I un idéal linéaire. Un opérateur multilinéaire T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) est dit de

type L [I] et on écrit T 2 L [I] (X1; :::; Xm;Y ), si Tj 2 I
�
Xj;L(X1; :

[j]: :; Xm;Y )
�
pour

tout j = 1; :::;m: Si I est normé, on dé�nit pour tout T 2 L [I] (X1; :::; Xm;Y )

kTk[I] = max kTjkI :
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Notation. Soient Ij 1 � j � m des idéaux d�opérateurs linéaires. On note L [I1; :::; Im]

l�idéal multilinéaire construit par la méthode de linéarisation, i.e., on a

Tj 2 Ij
�
Xj;L(X1; :

[j]: :; Xm;Y )
�
; j = 1; :::;m:

Proposition 1.8. Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Alors,

(1) L�espace L [I] est un idéal des opérateurs multilinéaires.

(2) Si I est un idéal de Banach, alors
�
L [I] ; k:kL[I]

�
est un idéal de Banach.

(3) On a L (I) � L [I] :

(4) Si I est fermé et injectif,

L (I) = L [I] :

Preuve. (1) et (2) : La preuve est dans [Bra87 ; Section 1.3].

(3) Soit T un opérateur multilinéaire de type L (I) : Il existe donc des espaces de Banach

G1; :::; Gm; des opérateurs linéaires uj 2 I (Xj;Gj) ; j = 1; :::;m; et un opérateur multi-

linéaire borné A 2 L(G1; :::; Gm;Y ) tels que T = A � (u1; :::; um) : On dé�nit l�opérateur

' : Gj ! L(X1; :
[j]: :; Xm;Y )

'
�
gj
� �
x1; :[j]: :; xm

�
= A

�
u1
�
x1
�
; :::; gj; :::; um (x

m)
�
:

Pour tout xj 2 Xj on a

' � uj (xj)
�
x1; :[j]: :; xm

�
= A

�
u1
�
x1
�
; :::; uj

�
xj
�
; :::; um (x

m)
�

= T
�
x1; :::; xm

�
= Tj

�
xj
� �
x1; :[j]: :; xm

�
:

Comme uj 2 I (Xj;Gj) ; par la propriété d�idéal, on a

Tj 2 I
�
Xj;L(X1; :

[j]: :; Xm;Y )
�
:
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(4) Voir l�article [GG99, Théorème 4]. �

1.4.3 La méthode de composition

Soit I un idéal linéaire. Un opérateur multilinéaire T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) est de type

I � L, et on écrit T 2 I � L(X1; :::; Xm;Y ), s�il existe un espace de Banach G; un opéra-

teur linéaire u 2 I (G;Y ) et un opérateur multilinéaire borné A 2 L(X1; :::; Xm;G) tels

que le diagramme suivant commute

X1 �:::� Xm
T�! Y

& A u "

G

en d�autres termes T = u � A:

Si I est normé,

kTkI�L = inf kukI kAk ;

où l�in�mum porte sur toutes les factorisations possibles de T = u � A avec u 2 I.

Proposition 1.9. Soit I un idéal d�opérateurs linéaires. Alors,

(1) L�espace I � L est un idéal des opérateurs multilinéaires.

(2) Si I est un idéal de Banach, alors il en est de même pour (I � L; k:kI�L).

Proposition 1.10. Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Pour T 2 L(X1; :::; Xm;Y )

les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T 2 I � L(X1; :::; Xm;Y ):

(2) L�opérateur eT 2 I �X1b
�:::b
�Xm;Y
�
:

Preuve. Soit T = u � A avec A 2 L(X1; :::; Xm;G) et u 2 I(G;Y ): Il est clair que

u � ~A = eT
18



où ~A; ~T sont les opérateurs linéarisés de A et T respectivement. Donc, (1) implique (2)

par la propriété d�idéal de I. Pour la seconde implication, d�après (1.8)

T = eT � im
et par (2) on a T 2 I �L(X1; :::; Xm;Y ): De plus, pour tout T 2 I �L(X1; :::; Xm;Y ) on

a

kTkI�L =



eT




I
:

Ce qui termine la démonstration. �

Remarque 1.11. Cette technique permet de construire les espaces K (X1; :::; Xm;Y ) et

W (X1; :::; Xm;Y ). En e¤et, on peut facilement véri�er que : T est compact (faiblement

compact) si, et seulement si, eT est compact (faiblement compact). Dans ce cas, on écrit
K (X1; :::; Xm;Y ) = IK � L (X1; :::; Xm;Y )

W (X1; :::; Xm;Y ) = IW � L (X1; :::; Xm;Y )

où IK, IW sont les idéaux d�opérateurs linéaires compacts et faiblement compacts res-

pectivement, i.e., un multilinéaire T entre espaces de Banach est compact (faiblement

compact) si, et seulement si, il peut s�écrire T = u�B où B est un opérateur multilinéaire

borné et u est un opérateur linéaire compact ( faiblement compact).

Remarque 1.12. Si I1; I2 sont deux idéaux de Banach et

I1�L (X1; :::; Xm;Y ) � I2�L (X1; :::; Xm;Y )

alors on a I1 (Xj;Y ) � I2 (Xj;Y ) pour tout 1 � j � m: En particulier, si

I � L (X1; :::; Xm;Y ) = L (X1; :::; Xm;Y )
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on a I (Xj;Y ) = L (Xj;Y ) pour tout j: La réciproque est en général fausse, pour plus

de détails voir [GDP07, Remarque 4.4].

Remarque 1.13. Soit I un idéal des opérateurs linéaires et Y un espace de Banach. Les

propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) L�identité idY 2 I (Y ;Y ) :

(b) L�espace I �L(X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y ) pour tous X1; :::; Xm des espaces de

Banach.

1.5 Généralisation des opérateurs linéaires sommants

Commençons cette section par quelques préliminaires. Soit X un espace de Banach.

Soit 1 � p � 1. On note lnp (X) l�espace de Banach des suites (xi)1�i�n dans X muni de

la norme



(xi)1�i�n

lnp (X) = ( nPi=1 kxikp) 1p
et ln !

p (X) l�espace de Banach des suites (xi)1�i�n dans X muni de la norme

k(xn)kln !
p (X) = sup

x�2BX�
(
nP
i=1

jhxi; x�ijp)
1
p .

où X� est le dual (topologique) de X. La boule unité fermée de X est notée BX (si p

est in�ni on prend le sup). Rappelons la dé�nition d�un opérateur linéaire p-sommant

introduite par Grothendieck pour p = 1; et généralisée par Pietcsh [Pie67]. Soient X; Y

deux espaces de Banach et u 2 B (X;Y ). On dira que u est p-sommant pour p 2 ]0;1[ ;

s�il existe une constante C > 0; telle que pour tout x1; :::; xn 2 X

(

nX
i=1

ku (xi)kp)
1
p � C sup

x�2BX?
(
nX
i=1

jx� (xi)jp)
1
p : (1.9)

On note �p (X; Y ) l�idéal de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y

muni de la norme �p(u) = inffC véri�ant (1.9) g.
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Remarque 1.14. L�opérateur u est p-sommant s�il transforme toute suite faiblement p-

sommable en une suite fortement p-sommable ; si p =1, c�est simplement la continuité.

Exemple 1.15. SoientK un espace compact, � une mesure positive surK et 1 � p <1:

(1) L�opérateur de multiplication dé�ni par

u' : C(K) �! Lp(�)

f 7�! f:'

avec ' 2 Lp(�); est p-sommant et �p(u) = k'kp :

(2) L�injection canonique

Jp : C(K) �! Lp(�)

f 7�! f

est p-sommante et �p(Jp) = �(K)
1
p :

Théorème de factorisation (domination) de Pietsch. Soient p 2 ]0;1[ et u :

X �! Y un opérateur linéaire p-sommant et. Alors, il existe une probabilité de radon �

sur (BX? ; � (X?; X)) telle que

8x 2 X : ku (x)k � �p (u) (
Z
BX?

jx� (x)jp d� (x�))
1
p : (1.10)

Inversement, s�il existe une probabilité de radon � sur (BX? ; � (X?; X)) et C > 0 telle

que cette formule est véri�ée, alors u est p-sommant et �p (u) � C:

La factorisation proprement dite de Pietsch est

X
u! Y

iX # " ~u

iX (X)
kp! S

\ \

C (K)
Jp! Lp (�)
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où ~u un opérateur linéaire borné, kp la restriction de Jp; K = BX� et S la fermeture de

kp � iX (X) dans Lp (�). Dans ce cas �p (u) = k~uk :

Cas particulier. Si p = 2; l�opérateur ~u peut s�étendre à L2 (�) tout entier, c�est à dire

u se factorise par un espace de Hilbert. En e¤et, soit P la projection de L2 (�) sur S,

donc

�u := ~u � P et �uJ2iX = u:

Théorème 1.16 (Théorème d�inclusion). Si 1 � p < q <1; alors

�p (X;Y ) � �q (X;Y ) :

De plus, on a �q (u) � �p (u) pour tout u 2 �p (X;Y ) :

Théorème 1.17 (Le théorème de Grothendieck). Si X = L1 (�) et Y = L2 (�), tout

opérateur borné de X dans Y est 1-sommant. i.e.,

B (X;Y ) = �1 (X;Y ) :

avec �1 (u) � kG kuk ; kG est la constante universelle de Grothendieck.

Théorème 1.18 (Le petit théorème de Grothendieck). Soit K un espace compact, soit

� une mesure quelconque, si 1 � p � 2; tout opérateur borné de C (K) dans Lp (�) est

2-sommant. i.e.,

B (C (K) ;Lp (�)) = �2 (C (K) ;Lp (�))

avec �2 (u) � kG kuk.

Généralisation. Pour généraliser les opérateurs linéaires p-sommants au cas multili-

néaire, Pietsch [Pie83] a introduit deux dé�nitions : opérateurs multilinéaires absolument

p-sommants et p-dominés. Dans le premier cas, la généralisation était très naturelle et
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la norme a été dé�nie pour que l�espace soit un espace de Banach. Quelques autres

propriétés des opérateurs linéaires p-sommants restent vraies dans le cas multilinéaire.

Cependant, il n�y a pas l�analogue du théorème de domination de Pietsch. D�autre part,

les opérateurs multilinéaires p-dominés ont été introduits pour qu�ils véri�ent le théorème

de domination de Pietsch, mais l�espace associé n�est pas un Banach si p < m. C�est un

quasi-Banach (sauf si p � m où l�espace associé est un Banach). Les deux espaces sont

des idéaux d�opérateurs m-linéaires.

1.5.1 Opérateurs multilinéaires absolument p-sommants

Dé�nition 1.19. Un opérateur m-linéaire T : X1 � ::: � Xm �! Y est absolument p-

sommant (1 � p <1) s�il existe C > 0 telle que pour tous xj1; :::; xjn 2 Xj (j = 1; :::;m),

(
nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C mY
j=1




�xji�ni=1


ln !
p (Xj)

: (1.11)

On note Lmp (X1; :::; Xm;Y ) l�espace de Banach des opérateurs m-linéaires absolument

p-sommants muni de la norme

kTkp = inf fC : C véri�e (1.11)g :

L�espace Lmp (X1; :::; Xm;Y ) est un idéal de Banach (on véri�e facilement les conditions

de la Dé�nition (1.5)). En revanche, les opérateurs absolument p-sommants ne sont pas

faiblement compacts et le théorème de factorisation n�est plus véri�é.

La dé�nition suivante est une version généralisée de la précédente.

Opératurs multilinéaires absolument (p; p1; :::; pm)-sommants. Soient p1; :::; pm 2 ]0;1]

avec 1
p
� 1

p1
+ :::+ 1

pm
: Un opérateur m-linéaire T : X1 � :::�Xm �! Y est absolument

(p; p1; :::; pm)-sommant s�il existe une constante positive C telle que pour tous x
j
1; :::; x

j
n 2
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Xj; (j = 1; :::;m),

(

nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C mY
j=1




�xji�ni=1


ln;wpj
(Xj)

: (1.12)

La classe des opérateurs m-linéaires absolument (p; p1; :::; pm)-sommants de X1� :::�Xm

dans Y , notée Lm(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) ; est un Banach idéal pour la norme

kTk(p;p1;:::;pm) = inffC véri�ant l�inégalité (1.12)g:

1.5.2 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Dé�nition 1.20. Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) un opérateur m-linéaire borné. On dira que

T est p-dominé (1 � p < 1) s�il existe une constante positive C telle que pour tout

n 2 N et
�
xji
�
1�i�n � Xj (1 � j � m), on a

(
nP
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

 pm )mp � C mQ
j=1




�xji�1�i�n


ln;!p (Xj)
: (1.13)

On note Lpd(X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X1� :::�Xm

dans Y . C�est un quasi-Banach pour la quasi-norme �p(T ), dé�nie par

�p(T ) = inffC véri�ant l�inégalité (1.13)g:

Si p > m, �p(T ) est une norme sur Lpd(X1; :::; Xm;Y ). Soulignons que

Lpd(X1; :::; Xm;Y ) = Lm( pm ;p;:::;p) (X1; :::; Xm;Y ) :

Théorème 1.21. Soient 1 � p < 1; T 2 L(X1; :::; Xm;Y ): Alors, les propriétés sui-

vantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est p-dominé.

(2) Il existe une constante positive C et des probabilités de Radon �j sur Kj = BX�
j
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(1 � j � m) telles que



T �x1; :::; xm�

 � C mQ
j=1

(

Z
BX�

j

��xj(x�)��p d�j(x�))1p ; (1.14)

pour tout xj 2 Xj: De plus, on a

�p(T ) = inf fC véri�ant l�inégalité (1.14)g

(3) Pour tout 1 � j � m, il existe des probabilités de Radon �j sur B
�
Xj
et eT 2

L(S1; :::; Sm;Y ) tels que le diagramme suivant soit commutatif

X1 �:::� Xm
T�! Y

# iX1 # iXm eT "
iX1 (X1) �:::� iXm (Xm) �!

(k1;:::;km)
S1 �:::� Sm

# # # #

C(K1) �:::� C(Km) �!
(k1;:::;km)

Lp (�1) �:::� Lp (�m)

où kj : C(Kj) �! Lp
�
�j
�
est l�injection canonique, iXj : Xj �! C(Kj) est l�isométrie

canonique, Sj est la fermeture de l�espace kj
�
iXj (Xj)

�
et



eT


 = �p(T ).

Remarque 1.22. La classe des opérateurs m-linéaires p-dominés est un multi-idéal. Sa

construction peut s�interpréter par la méthode de factorisation, i.e.,

Lpd(X1; :::; Xm;Y ) = L (�p) (X1; :::; Xm;Y );

où �p est l�espace des opérateurs linéaires p-sommants. Pour la preuve, il su¢ t de montrer

le lemme suivant.

Lemme 1.23. Soit T 2 L(X1; :::; Xm;Y ): Alors,
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(a) Si uj 2 �p(Xj;Gj) (1 � j � m), l�opérateur multilinéaire T � (u1; :::; um) est p-

dominé.

(b) Si T est p-dominé, alors il existe des opérateurs linéaires p-sommants uj (1 � j � m)

et A 2 L(X1; :::; Xm;Y ) tels que

T = A � (u1; :::; um) :

Preuve. (a) Facile à voir.

(b) Immédiat grâce au diagramme (3).

Remarque 1.24. L�inclusionL(�1) � L [�1] est stricte. En e¤et, soit T = fz 2 C : jzj = 1g

et F 2 L1 (T) une fonction non bornée. Soit la forme bilinéaire T : C (T) � C (T) ! K

dé�nie par

T (f; g) =

2�Z
0

2�Z
0

F (x� y) f (x) g (y) dxdy:

Les opérateurs linéaires correspondants à T sont :

8f 2 C (T) : T1 (f) =
2�Z
0

F (x� y) f (x) dx = F � f 2 L1 (T)

8g 2 C (T) : T2 (g) =
2�Z
0

F (x� y) g (y) dy = F � g 2 L1 (T) ;

ils sont 1-sommants car se prolongent en opérateurs bornés : L1 (T)! L1 (T). Donc T 2

L [�1] (C (T) ; C (T) ;K): Supposons que T 2 L(�1) i.e., que T admet une factorisation

T = A (u1; u2)

où uj 2 �1 (C (T) ; Gj) : Comme Tj commute aux translations, on peut supposer qu�il en

est de même pour uj: Alors uj = vj � i où i est l�identité : C (T)! L1(T) et vj est borné :
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L1(T)! Gj: Alors T = A (v1; v2) (i; i) = B(i; i) et cela implique que ~T = eB � (i
 i) où
eB : L1 (T) 
̂�L1 (T) = L1 �T2�! K:

Donc, la fonction (x; y)! F (x� y) est dans L1(T2); ce qui contredit l�hypothèse.

1.5.3 Opérateurs multilinéaires multi p-sommants

Une autre dé�nition a été introduite indépendament par Mario C. Matos [Mat02]

(sous la terminologie : operateur multilinéaire fully sommant) et par Bombal, Perèz-

Garcia and Villanueva [BGV04], suite à la question de Pietsch sur les cas des opérateurs

absolument (p; p1; :::; pm)-sommants qui coïncident avec les opérateurs multilinéaires de

Hilbert Schmidt (qui seront introduits plus loin).

Dé�nition 1.25. Un opérateur m-linéaire T : X1 � ::: � Xm �! Y est dit multi p-

sommant (1 � p <1), s�il existe C > 0 telle que pour tous xji1 ; :::; x
j
in
2 Xj (j = 1; :::;m),

(

n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



T �x1i1 ; :::; xmim�

p) 1p � C mY
j=1





�xjij�nj
ij=1






ln !
p (Xj)

: (1.15)

On note�mp (X1; :::; Xm;Y ); l�espace de Banach des opérateursm-linéaires multi p-sommants,

muni de la norme �mp (T ) = inf fC : C véri�e (1.15)g :

Cette classe d�opérateurs ne véri�e pas l�analogue du théorème de Pietsch, mais c�est

une bonne généralisation des opérateurs linéaires p-sommants car elle conserve plusieurs

propriétés du cas linéaire :

(1) C�est un idéal d�opérateurs m-linéaires bornés.

(2) Le théorème de Grothendieck se généralise : si les Xj (1 � j � m) sont des espaces

L1 et Y un espace de Hilbert on a

�mp (X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y ):
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(4) Si les Xj sont des espaces de Hilbert, alors �mp (X1; :::; Xm;Y ) coïncide avec l�espace

des opérateurs m-linéaires de Hilbert Schmidt.

(5) Les espaces Xj (1 � j � m) sont des espaces L1 ssi, tout opérateur multi 1-sommant

est intégral.

(6) L�opérateur m-linéaire T est multi p-sommant ssi, son extension d�Aron�Berner

AB (T ) : X��
1 � ::: � X��

m ! Y �� est aussi multi p-sommante. Pour la dé�nition de

l�extension d�Aron�Berner voir [GVill03] :

(7) Théorèmes de composition [GVill05] :

Remarque 1.26. Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. On a

Lpd(X1; :::; Xm;Y ) � �mp (X1; :::; Xm;Y ):

En e¤et, soit T 2 Lpd(X1; :::; Xm;Y ). D�après la factorisation des opérateurs multilinéaires

p-dominés,

T = A (u1; :::; um)

où les uj sont linéaires p-sommants. Alors

(

n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



T �x1i1 ; :::; xmim�

p) 1p = ( n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



A �u1 �x1i1� ; :::; um �xmim��

p) 1p
� kAk (

n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



u1 �x1i1�

p :::

um �x1im�

p) 1p
= kAk (

n1X
i1=1



u1 �x1i1�

p) 1p :::( nmX
im=1



um �x1im�

p) 1p
= kAk

mY
j=1

� (uj)

mY
j=1





�xjij�nj
ij=1






ln !
p (Xj)

:

1.5.4 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants

Dans le cas linéaire, un opérateur u : X ! Y est faiblement compact ssi, son biad-

joint u�� est à valeurs dans Y . Si un opérateur multilinéaire T : X1 � :::�Xm �! Y est

faiblement compact, alors son extension AB (T ) est à valeurs dans Y . Dimant [Dim03]
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a introduit les opérateurs multilinéaires fortement p-sommants pour montrer que la réci-

proque de dernière propriété n�est pas vraie. De plus, ces opérateurs véri�ent l�analogue

du théorème de Pietsch et forment un idéal de Banach.

Dé�nition 1.27. Soit 1 � p � 1 et T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) : L�opérateur T est fortement

p-sommant s�il existe une constante positive C telle que pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj (j =

1; :::;m)

(

nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C sup
�2BL(X1;:::;Xm)

(
nX
i=1

��� �x1i ; :::; xmi ���p) 1p : (1.16)

La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X1 � ::: � Xm dans Y ,

notée Lps(X1; :::; Xm;Y ); est un espace de Banach pour la norme kTkLps qui est la plus

petite constante C telle que l�inégalité (1.16) soit véri�ée.

Théorème 1.28 [Dim03] : Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ). Les a¢ rmations suivantes sont

équivalentes.

(i) L�opérateur T est fortement p-sommant.

(ii) Il existe une mesure de probabilité de Radon � sur (BL(X1;:::;Xm); !
�) et une constante

positive C > 0 telle que pour tout (x1; :::; xm) dans X1 � :::�Xm, on a



T �x1; :::; xm�

 � C(R
BL(X1;:::;Xm)

��� �x1; :::; xm���p d� (�)) 1p :
On note que l�espace Lps(X1; :::; Xm;Y ) est un idéal de Banach . On a aussi

�p � L (X1; :::; Xm;Y ) � Lps (X1; :::; Xm;Y ) :

Proposition 1.29. Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) :

(1) Si eT est p-sommant, alors T est fortement p-sommant.
(2) Théorème de Grothendieck multilinéaire : si les Xj sont des espaces L1 et Y un espace
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de Hilbert, on a pour tout 1 � p � 1

L (X1; :::; Xm;Y ) = Lps (X1; :::; Xm;Y ) :

Preuve. (1) Facile à voir.

(2) On note queX1b
�:::b
�Xm est un espace L1 ; d�après le petit théorème de Grotendieck

, eT est p-sommant puis on conclut par (1). �

1.5.5 Opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt

La dé�nition des opérateurs de Hilbert Schmidt a été introduite par Dwyer [Dwy71],

et étudiée par plusieurs auteurs notammant Pietsch dans [Pie83]. L�idée a été inspiré

de la norme de Hilbert Schmidt d�un opérateur linéaire T sur un Hilbert H, qui est la

somme des kT (ej)k2 où (ej) est une base orthonormale de H.

Dé�nition 1.30. Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hilbert. L�opérateur multilinéaire

T : H1 � :::�Hm ! H est de Hilbert-Schmidt si

X
e1i1
2I1;:::;emim2Im

kT (ei1 ; :::; eim)k
2 <1

où
�
eij
�
ij2Ij

est une base orthonormale de l�espaceHj: Noter que cette quantité ne dépend

pas de choix de la base orthonormale. La norme de Hilbert-Schmidt de T est

kTkHS = (
X

e1i1
2I1;:::;emim2Im



T (e1i1 ; :::; emim)

2) 12 :
Comme dans le cas linéaire, l�espaces des opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt

LHS(H1; :::; Hm;H) est un espace de Hilbert space dont la norme k:kHS est induite du
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produit scalaire suivant

hT; Si =
X

e1i1
2I1;:::;emim2Im

D
T (e1i1 ; :::; e

m
im); S(e

1
i1
; :::; emim)

E
:

Dé�nition 1.31 (Produit tensoriel de Hilbert). On peut munir le produit tensoriel algé-

brique H1 
 :::
Hm du produit scalaire dé�ni par

8h = (h1 
 :::
 hm) ; k = (k1 
 :::
 km) 2 H1 
 :::
Hm : hh; ki =
mY
j=1

hhj; kji :

On note k:k2 la norme correspondante et H1b
2:::b
2Hm l�espace de Hilbert complété.

Rappelons que cette norme est raisonnable et véri�e

" (v) � kvk2 � � (v) ; (1.17)

pour tout v 2 H1 
 :::
Hm: Soit
�
ekj
�
kj2Ij

une base orthonormale de Hj (1 � j � m).

On peut voir sans di¢ culté que le système

fek1 
 :::
 ekmg kj2Ij
1�j�m

;

forme une base orthonormale de H1b
2:::b
2Hm: La proposition suivante devient donc
immédiate.

Proposition 1.32 [Mat03, Proposition 5.10]. Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hil-

bert. Les deux propréités suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est dans LHS (H1; :::; Hm;H) :

(2) L�opérateur eT2 est dans LHS �H1b
2:::b
2Hm;H� ; (eT2 est l�extension de eT sur l�espace
H1b
2:::b
2Hm).
Remarque 1.33. Dans le cas m = 1, toutes les dé�nitions précédentes coïncident avec

la dé�nition des opérateurs linéaires p-sommants.
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Chapitre 2

Relations entre di¤érentes classes

d�opérateurs multilinéaires

L�objet de ce chapitre est de comparer les di¤érentes classes d�opérateurs multili-

néaires citées au chapitre 1. Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement sommants y

joueront un rôle important : beaucoup de propriétés du cas linéaire sont conservées, il

sera utile de les énoncer dans le langage des idéaux. Dans le cas des opérateurs multili-

néaires sur des espaces Lp on établira de bonnes relations entre les di¤érentes notions.

David Perez Garcia a étudié une bonne partie de ces comparaisons.

2.1 Les opérateurs Cohen fortement p-sommants

2.1.1 Cas linéaire

Soit u : X ! Y un opérateur linéaire entre espaces de Banach. On dé�nit l�opérateur

adjoint de u par u� : Y � ! X� tel que u� (y�) : X ! K; u� (y�) (x) = y� (u (x)) =

hu� (y�) ; xi = hy�; u (x)i : Dans [Pie67] Pietsch a montré que l�opérateur identité de l1
dans l2; qui est 2-sommant, a un adjoint qui n�est pas 2-sommant. A�n de caractériser

les adjoints des opérateurs linéaires p-sommants, J. S. Cohen dans [Coh73] a introduit
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le concept suivant : un opérateur u entre espaces de Banach X; Y est Cohen fortement

p-sommant (1 < p � 1) s�il existe une constante positive C telle que pour tout n 2 N,

x1; :::; xn 2 X et y�1; :::; y
�
n 2 Y �, on a

nX
i=1

jhu (xi) ; y�i ij � C(
nX
i=1

kxikp)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�
: (2.1)

La plus petite constante C; notée dp(u), telle que l�inégalité (2.1) a lieu, dé�nit la norme

fortement p-sommante sur l�espace de Banach Dp(X;Y ) des opérateurs Cohen fortement

p-sommants de X dans Y . Pour p = 1; l�espace D1(X;Y ) coïncide avec B(X;Y ); l�espace

des opérateurs bornés de X dans Y:

Résultats linéaires (RL).(cf: [Coh73])

(a) Dp(X;Y ) est un idéal de Banach dans B(X;Y ).

(b) Dp�(X;Y ) 6= �p (X;Y ) en général.

(c) Soit u : X ! Y ; u 2 �p (X;Y ) si, et seulement si, u� 2 Dp�(Y �;X�) et �p (u) =

dp�(u
�):

(d) Théorème de factorisation de Pietsch est véri�é.

(e) u 2 Dp(X;Y ) si, et seulement si, u�� 2 Dp(X��;Y ��):

Inclusions

(f) Dp1(X;Y ) � Dp2(X;Y ) pour p1 � p2:

(g) Tout opérateur u 2 Dp(X;Y ) est faiblement compact, i.e., Dp(X;Y ) � IW(X;Y ):

(h) Soit 1 � p <1 ; �p (X;Y ) � Dp�(X;Y ) lorsque X est un espace Lp�.

(i) Soit 1 � p <1 ; Dp�(X;Y ) � �p (X;Y ) lorsque Y est un espace Lp.

Coincidences

(j) Dp (H1;H2) = �q (H1;H2) = LHS (H1;H2) ; 1 < p � 1; 1 � q < 1; lorsque H1 et

H2 sont des espaces de Hilbert.

(k) Soit 1 � p < 1 ; Dp�(X;Y ) = �p (X;Y ) lorsque X est un espace Lp� et Y est un

espace Lp.
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2.1.2 Cas multilinéaire

La version multilinéaire a été introduite par Achour et Mezrag dans [AM07]. Elle

conserve la plupart des propriétés des opérateurs linéaires : le théorème de domination

de Pietsch, la caractérisation des opérateurs adjoints, et une bonne relation avec les autres

notions d�opérateurs multilinéaires sommants.

Dé�nition 2.1. Soient m 2 N et Xj; Y des espaces de Banach (j = 1; :::;m): Un

opérateur m-linéaire T : X1 � ::: � Xm �! Y est Cohen fortement p-sommant, 1 <

p � 1; s�il existe une constante positive C telle que pour tout xj1; :::; x
j
n 2 Xj et tout

y�1; :::; y
�
n 2 Y �,

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��� � C( nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj)1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�
: (2.2)

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X1� :::�Xm dans

Y , notée Dmp (X1; :::; Xm;Y ); est un espace de Banach pour la norme

dmp (T ) = inffC véri�ant l�inégalité (2.2)g:

Pour p = 1, on a Dm1 (X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y ):

Proposition 2.2. L�espace Dmp (X1; :::; Xm;Y ) est un idéal de Banach dans L(X1; :::; Xm;Y ).

i.e.,

(1) Propriété d�idéal. Si T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ) et uj 2 B (Gj;Xj), v 2 B (Y ;Z) ; alors

v � T � (u1; :::; um) est dans Dmp (G1; :::; Gm;Z) et

dmp (v � T � (u1; :::; um)) � kvk dmp (T ) ku1k ::: kumk :

(2) L�espace Dmp (X1; :::; Xm;Y ) contient tous les opérateurs m-linéaires de rang �ni.

(3) Si A : Km ! K; A (�1; :::; �m) = �1:::�m; alors dmp (A) = 1:
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Preuve. On véri�e seulement (2), pour les autres propriétés voir [AM07]. Il su¢ t de

montrer la propriété pour les opérateurs de la forme T = x�1 
 :::
 x�m 
 y

:

nX
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij =
nX
i=1

jx�1 (x1i ) :::x�m (xmi )j jhy; y�i ij d�après Hölder

� (
nX
i=1

jx�1 (x1i ) :::x�m (xmi )j
p
)
1
p (

nX
i=1

jhy; y�i ij
p�)

1
p�

� kyk
mY
j=1



x�j

 ( nP
i=1

mQ
j=1



�xji�

p)1p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�
:

D�où, T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) = kyk
mY
j=1



x�j

 : �

2.1.3 Représentation tensorielle

Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Soit X1 
 ::: 
 Xm 
 Y � leur produit

tensoriel algébrique. Pour tout u dans X1 
 :::
Xm 
 Y � on dé�nit

gp (u) = inf

(
(
nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj)1p k(y�i )kln;wp� (Y �)

)
; (2.3)

où l�in�mum porte sur toutes les représentations de la forme u =
nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi 
 y�i :

Si m = 1, gp s�appelle la norme de Chevet-Saphar (cf: [Rya01]). Si p1; :::; pm 2 [1;1]

véri�ent 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
, alors

gp (u) = inf

(
mY
j=1



�xji�

lnpj (Xj) k(y�i )kln;wp� (Y �)

)
: (2.4)

En e¤et, à partir de cette dé�nition on obtient (2.3), en remplaçant xji par (x
j
i

0B@
mY
j=1

kxjik
1CA

p
pj

kxjik ):

L�inverse est immédiat par l�inégalité de Hölder généralisée.
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Proposition 2.3. Soit p 2 [1;1] :

(1) gp est une norme tensorielle raisonnable.

(2) Pour tout u dans X1 
 :::
Xm 
 Y �, on a

" (u) � gp (u) � � (u) :

(3) On a aussi g1 = �:

(4) Si l�espace Y est de dimension �nie, alors gp = �; pour tout p � 1:

Preuve. (1) Facile à véri�er.

(2) Pour tout u dans X1 
 :::
Xm 
 Y � tel que u =
nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi 
 y�i , on a

" (u) = supkx�jk=1;ky��k=1

(�����
nX
i=1

x�1 (x
1
i ) :::x

�
m (x

m
i ) y

�� (y�i )

�����
)
d�après Hölder

� supkx�jk=1;ky��k=1(
nX
i=1

jx�1 (x1i ) :::x�m (xmi )j
p
)
1
p (

nX
i=1

jy�� (y�i )j
p�)

1
p�

� (
nX
i=1

mY
j=1



xji

pXj) 1p k(y�i )kln;wp� (Y �) :

Cette inégalité est véri�e pour toutes les représentations de u, par conséquent, " (u) �

gp (u) :

Par dé�nition,

gp (u) � (
nX
i=1

mY
j=1



xji

pXj) 1p ( nX
i=1

ky�i k
p�)

1
p� :

En remplaçant dans l�écriture de u les xji par (x
j
i

0B@
mY
j=1

kxjikky�i k
1CA

1
pj

kxjik ) et y�i par (y
�
i

0B@
mY
j=1

kxjikky�i k
1CA

1
p�

ky�i k )

avec p1; :::; pm 2 [1;1] véri�ant 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
: On trouve gp (u) � � (u).

(3) Immédiate.

(4) D�après [DJT95, Page 33], on a k(y�i )kln
p�(Y �)

= k(y�i )kln;w
p�(Y �)

. �

Notation. On note X1b
gp :::b
gpXmb
gpY � l�espace complété pour la norme gp:
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Proposition 2.4. Pour tout X1; :::; Xm; Y espaces de Banach, on a l�identi�cation iso-

métrique

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) =
�
X1b
gp :::b
gpXmb
gpY ��� :

Preuve. Soient 1 < p � 1 et T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ) : Soit u 2 X1 
 :::
Xm 
 Y � tel

que

u =
nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi 
 y�i :

L�action de T sur u est donnée par

hT; ui = T (u) =
nX
i=1



T
�
x1i ; :::; x

m
i

�
; y�i
�
;

ce qui donne

jT (u)j � dmp (T ) (
nX
i=1

mY
j=1



�xji�

p) 1p k(y�i )kln;w
p� (Y �) :

En prenant l�in�mum sur toutes les représentations de u, on trouve

jT (u)j � dmp (T ) gp (u) :

Donc

T 2
�
X1b
gp :::b
gpXmb
gpY ��� ;

et kTkgp � d
m
p (T ) :

Inversement, soit T 2
�
X1b
gp :::b
gpXmb
gpY ��� : Soient �xji�ni=1 � Xj et (y�i )

n
i=1 � Y �:

On a �����
nX
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
����� =

�����T (
nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi 
 y�i )
�����

� kTkgp gp(
nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi 
 y�i )

� kTkgp
nX
i=1

mY
j=1



�xji�

lnp (Xj) k(y�i )kln;wp� (Y �) :
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Par un argument simple, on trouve que T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � kTkgp : �

Remarque 2.5. Soient p1; :::; pm 2 [1;1] véri�ant 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
. D�après la deuxième

écriture de gp (2.4), la dé�nition (2.1) devient

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��� � C mY
j=1

(
nX
i=1



�xji�

pjXj) 1pj supy2BY
k(y�i (y))kln

p�
:

Corollaire 2.6. Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach et Y un espace de Banach de

dimension �nie. Pour tout p � 1

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y ):

Preuve. Par l�identi�cation

L(X1; :::; Xm;Y ) =
�
X1b
�:::b
�Xmb
�Y ��� ;

et la Proposition (2.3) (4), on obtient le résultat. �

2.2 Connexion avec les opérateurs adjoints

Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Si T 2 L(X1; :::; Xm;Y ), on dé�nit l�ad-

joint de T :

T � : Y � ! L(X1; :::; Xm); y
� ! T � (y�) : X1 � :::�Xm ! K

par T � (y�) (x1; :::; xm) = y� (T (x1; :::; xm)) (K = R ou C):

Une question naturelle se pose concernant la relation entre les opérateurs multilinéaires

et leurs adjoints pour les di¤érentes classes de sommabilité. Si X1; :::; Xm sont des espaces

L1, Y est un espace de Hilbert et T 2 L(X1; :::; Xm;Y ), Pellegrino et Souza [PSou05] ont

montré que, si T � est persque sommant, alors T est (1; 2)-absolument sommant. Dans
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ce paragraphe, on montre que T est un m-linéaire Cohen fortement p-sommant si, et

seulement si, son adjoint T � est un opérateur linéaire p�-sommant. D�autre part, si T �

est un opérateur Cohen fortement p�-sommant, alors T est un opérateur multilinéaire

fortement p-sommant.

Théorème 2.7. Soit 1 < p � 1. Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) et T � son adjoint. Les

propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) L�opérateur multilinéaire T est Cohen fortement p-sommant.

(b) Il existe une probabilité de Radon � sur BY �� telle que, pour tout (x1; :::; xm) 2

X1 � :::�Xm et tout y� 2 Y �

��
T �x1; :::; xm� ; y���� � C mQ
j=1



xj


Xj
ky�kLp�(�) : (2.5)

(c) L�opérateur adjoint T � est p�-sommant.

De plus

dmp (T ) = �p� (T
�) = inf fC véri�ant (2.5)g :

Preuve. L�équivalence entre (a) et (b) voir [AM07].

(b) implique (c). Supposons que T véri�e (2.5). Alors

kT � (y�)k = sup
kx1k;:::;kxmk�1

��T � (y�) �x1; :::; xm��� � dmp (T ) (R BY �� jy��(y�)jp� d�(y��)) 1p� :
D�après le théorème de domination de Pietsch sus cité,

T � 2 �p� (Y �;L (X1; :::; Xm)) et �p� (T �) � dmp (T ) :
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(c) implique (b). Supposons que T � 2 �p� (Y �;L (X1; :::; Xm)). Nous avons

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij = jT � (y�) (x1; :::; xm)j

� kT � (y�)k
mY
j=1

kxjk :

En utilisant le théorème de domination de Pietsch pour les opérateurs linéaires p�-

sommants, on trouve

��
T �x1; :::; xm� ; y���� � �p� (T �) mY
j=1



xj

 (R
BY ��
jy��(y�)jp

�
d�(y��))

1
p� :

On conclut, par l�inégalité (2.5), que T est Cohen fortement p-sommant et dmp (T ) �

�p� (T
�). �

Corollaire 2.8. Soit Y un espace de Banach tel que Y � est de cotype 2. Alors

Dm2 (X1; :::; Xm;Y ) = Dmp (X1; :::; Xm;Y );

pour tout 2 < p <1: En particulier, pour tout espace de Hilbert H et 2 < p <1

Dm2 (X1; :::; Xm;H) = Dmp (X1; :::; Xm;H):

Preuve. Dans le cas linéaire, Maurey a montré que siX est de cotype 2, alors�2 (X;Z) =

�q (X;Z) pour tout espace de Banach Z et 1 < q < 2: Comme Y � est de cotype 2, on a

�2 (Y
�;L (X1; :::; Xm)) = �q (Y

�;L (X1; :::; Xm)) :

Le Théorème (2.7) termine la démonstration. �

Théorème 2.9. Considérons 1 < p � 1 et T 2 L (X1; :::; Xm;Y ). Si T � est un opérateur

linéaire Cohen fortement p�-sommant, alors T 2 Lps(X1; :::; Xm;Y ).
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Preuve. Supposons que T � est Cohen fortement p�-sommant. D�après (2.1)

nX
i=1

jhT � (y�i ) ; z�i ij � dp� (T �) (
nX
i=1

ky�i k
p�)

1
p� sup
�2BL(X1;:::;Xm)

(
nX
i=1

jz�i (�)j
p)
1
p :

Soient maitenant xj1; :::; x
j
n 2 Xj (1 � j � m): On considère la forme linéaire x1i�:::�xmi :

L (X1; :::; Xm)! K dé�nie par

x1i � :::� xmi (�) = �
�
x1i ; :::; x

m
i

�
:

On obtient

nX
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij =
nX
i=1

jhx1i � ::� xmi ; T � (y�i )ij

� dp� (T
�) (

nX
i=1

ky�i k
p�)

1
p� sup
�2BL(X1;:::;Xm)

(
nX
i=1

j� (x1i ; :::; xmi )j
p
)
1
p :

Alors

(
nX
i=1

kT (x1i ; :::; xmi )k
p
)
1
p

= sup

(�����
nX
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
����� : ( nP1 ky�i kp�) 1

p� � 1
)

� dp� (T
�) sup
�2BL(X1;:::;Xm)

(
nX
i=1

j� (x1i ; :::; xmi )j
p
)
1
p ;

donc, T est fortement p-sommant et kTkLps � dp� (T
�). �

2.3 Interprétation de multi-idéal Dmp par la méthode

de composition

Dans cette section on montre que l�idéal des opérateurs multilinéaires Dmp s�interprète

par la méthode de composition à partir de l�idéal linéaires des opérateurs Cohen fortement

p-sommants et qu�il contient l�idéal multilinéaire L (Dp1 ; :::;Dpm) avec 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
.
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On commence par le résultat suivant qui considère la clé de de la démonstration.

Lemme 2.10. Soit 1 < p � 1. Soit T : X1 � :::�Xm ! Y un opérateur multilinéaire

et eT : X1b
�:::b
�Xm ! Y sa linéarisation. Alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes.

(a) L�opérateur T appartient à Dmp (X1; :::; Xm;Y ).

(b) L�opérateur eT appartient à Dp �X1b
�:::b
�Xm;Y
�
.

Preuve. Tout d�abord, on remarque que l�opérateur adjoint de eT est T �. D�après le

Théorème (2.7), T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ) si, et seulement si, T � 2 �p� (Y �;L (X1; :::; Xm)),

donc, d�après la propriété (RL)(c), si, et seulement si, eT 2 Dp �X1b
�:::b
�Xm;Y
�
, puisque

L (X1; :::; Xm) est le dual de X1b
�:::b
�Xm: �

Un des principaux résultat de cette partie est le théorème suivant.

Théorème 2.11. L�idéal multilinéaire Dmp est engendré par la méthode de composition

à partir de l�idéal linéaire Dp, i.e., pour tout X1; :::; Xm; Y espaces de Banach on a

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) = Dp � L(X1; :::; Xm;Y ): (2.6)

Preuve. Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Si T 2 Dp � L(X1; :::; Xm;Y ), il

existe un espace de Banach Z; un opérateur linéaire u 2 Dp (Z;Y ) et un opérateur

multilinéaire A 2 L(X1; :::; Xm;Y ) tels que

T = u � A:

D�après (RL)(c), u� est p�-sommant, donc pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � ::: � Xm et
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y� 2 Y �, on a

��
u � A �x1; :::; xm� ; y���� =
��
A �x1; :::; xm� ; u� (y�)���

� kAk
mY
i=1



xj

 ky�kLp� (�) ;
et par conséquent, T = u � A appartient à Dmp (X1; :::; Xm;Y ):

Pour l�inclusion inverse, soit T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ): D�après le Lemme 2.10, eT est dans
Dmp (X1b
�:::b
�Xm;Y ). Comme T = eT � im; où im est l�opérateur multilinéaire canonique,
donc T appartient à Dp � L(X1; :::; Xm; Y ) ce qui termine la preuve: �

Corollaire 2.12. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L�espace Y est de dimension �nie.

(2) Pour tous espaces de Banach X1; :::; Xm;

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y ):

(3) L�identité idY 2 Dp(Y ;Y ):

Preuve. (1)) (2) Corollaire (2.6).

(2) ) (3) Comme Dmp (X1; :::; Xm;Y ) = Dp�L(X1; :::; Xm;Y ) pour tout X1; :::; Xm, la

Remarque (1.13) entraine

idY 2 Dp(Y ;Y ):

(3)) (1) L�operateur idY � est alors p�-sommant, ce qui entraine que idY � = idY � � idY �

est compact (par composition de deux opérateurs faiblement compacts et complètement

continus). Alors idY est aussi compact, donc Y est de dimension �nie. �

Corollaire 2.13. Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants sont fai-

blements compacts.
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Preuve. Dans le cas linéaire, pour tout p > 1 Dp (X;Y ) � IW (X;Y ) (RL(g)), d�où le

résultat d�après la décomposition (2.6) et la Remarque 1.11. �

Corollaire 2.14. Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach et Y un espace de Banach

re�exif. Alors, les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants de X1�:::�Xm

dans Y sont compacts.

Preuve. D�aprés le Théorème 2.11, il existe un espace de Banach Z; un opérateur linéaire

u 2 Dp (Z;Y ) et un opérateur multilinéaire A 2 L(X1; :::; Xm;Y ) tels que

T = u � A:

Il est bien connu qu�un opérateur p-sommant dé�ni sur un espace re�exif est compact. Par

conséquent, un opérateur fortement p-sommant est compact quand son espace arrivé est

re�exif, i.e., u est compact. Par la factorisation des opérateurs multilinéaires compacts,

nous pouvons conclure que T est compact. �

Corollaire 2.15. Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hilbert. Alors

LHS(H1; :::; Hm;H) � Dmp (H1; :::; Hm;H):

Preuve. On a le diagramme suivant

H1 � :::�Hm
T! H

im # eT2 "
H1b
�:::b
�Hm i2m! H1b
2:::b
2Hm:

où i2m est l�inclusion naturelle et eT2 est l�extension de eT sur H1b
2:::b
2Hm. On a
eT = eT2 � i2m:
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Par (RL(j)), eT est Cohen fortement p-sommant pour tout p > 1; car eT2 est de Hilbert-
Schmidt d�après la Proposition 1.32. Donc T est Cohen fortement p-sommant par le

Lemme (2.10). �

Remarque 2.16. Contrairement au cas linéaire, l�inclusion du corollaire précédent est

stricte. En e¤et, considérons l�opérateur T : H �H �H ! H dé�ni par

T (x; y; z) = hx; yiu (z) ;

où u 2 Dp(H;H) (i.e., u est de Hilbert-Schmidt). L�opérateur T est Cohen fortement

p-sommant. En e¤et

nX
i=1

jhT (xi; yi; zi) ; y�i ij =
nX
i=1

jhhxi; yiiu (zi) ; y�i ij

� dp (u) (
nX
i=1

khxi; yii zikp)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�

� dp (u) (
nX
i=1

(kxik kyik kzik)p)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�
:

Véri�ons que T n�est pas de Hilbert�Schmidt. En e¤et

X
k12I;k22I;k32I

kT (ek1 ; ek2 ; ek3)k
2 =

X
k12I;k22I;k32I

khek1 ; ek2iu (ek3)k
2

=
X

k12I;k22I;k32I

jhek1 ; ek2ij
2 ku (ek3)k

2

=
X
k22I

X
k32I

ku (ek3)k
2 kek2k

4

= kuk2HS
X
k22I

kek2k
4 = +1:

Corollaire 2.17. L�idéal multilinéaire Dmp est symétrique.

Preuve. SoientX1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Soit T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ): Comme
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T = eT � im; on a
TS =

1

m!

X
�

eT � im � � = eT � ( 1
m!

X
�

im � �) 2 Dp � L(X1; :::; Xm;Y ):

D�où le Corollaire. �

Théorème 2.18. Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach et p1; :::; pm 2 [1;+1] tels

que 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
: Alors

L (Dp1 ; :::;Dpm) (X1; :::; Xm;Y ) � Dmp (X1; :::; Xm;Y ):

La démonstration utilise le lemme suivant.

Lemme 2.19. Soient uj 2 Dpj(Xj;Yj) tels que 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
: Alors

u1 
� :::
� um : X1b
�:::b
�Xm ! Y1b
�:::b
�Ym;
est Cohen fortement p-somment.

Preuve. Sans restreindre la généralité, on va montrer la propriété pour deux opérateurs.

Soient u1 2 Dp1(X1;Y1); u2 2 Dp2(X1;Y2) tels que 1
p1
+ 1

p2
= 1

p
: On dé�nit l�opérateur

bilinéaire u1 � u2 : X1 �X2 ! Y1b
�Y2 par
u1 � u2 (x1; x2) = u1 (x1)
 u2 (x2) :

Comme u1
� u2 est l�opérateur linéarisé de u1� u2 il su¢ t, d�après le Lemme (2.10), de

voir que u1 � u2 est dans D2p(X1 �X2;Y1b
�Y2):
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Soient (x1i ) � X1; (x
2
i ) � X2 et e'i 2 (Y1b
�Y2)� (1 � i � n):

nX
i=1

jhu1 � u2 (x1i ; x2i ) ; e'iij = nX
i=1

jhu1 (x1i )
 u2 (x2i ) ; e'iij
=

nX
i=1

jh'i (u1 (x1i ) ; u2 (x2i ))ij

=
nX
i=1

���Du1 (x1i ) ; 'i;u2(x2i )E��� ;
où 'i;u2(x2i ) : Y1 ! K; y 7! 'i;u2(x2i )

(y) = 'i (y; u2 (x
2
i )). Comme u1 2 Dp1(X1;Y1); alors

nX
i=1

jhu1 � u2 (x1i ; x2i ) ; e'iij
� dp1 (u1) k(x1i )klnp1 (X1) supky1k=1(

nX
i=1

���'i;u2(x2i ) (y1)���p�1) 1
p�1

� dp1 (u1) k(x1i )klnp1 (X1) supky1k=1 supk(�i)klnp1=1

�����
nX
i=1

�i'i(y1; u2 (x
2
i ))

����� :
(2.7)

Nous allons maintenant s�intéresser à la quantité�����
nX
i=1

�i'i(y1; u2
�
x2i
�
)

����� =
�����
nX
i=1



u2
�
x2i
�
; �i'i;y1

������ :
Comme l�opérateur u2 est dans Dp2(X2;Y2); alors�����

nX
i=1

�i'i(y1; u2 (x
2
i ))

�����
� dp2 (u2) k(x2i )klnp2 (X2) sup

ky2k=1

(

nX
i=1

���i'i;y1(y2)��p�2) 1
p�2

= dp2 (u2) k(x2i )klnp2 (X2) sup
ky2k=1

sup
k(�i)klnp2

=1

�����
nX
i=1

�i�i'i(y1; y2)

����� ;
puisque n

(�i�i) p (�i) 2 Blnp1 ; (�i) 2 Blnp2
o
� Blnp :
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Cela implique

sup
k(�i)klnp1

=1

k(�i)klnp2
=1

�����
nX
i=1

�i�i'i (y1; y2)

����� � sup
k(�i)klnp =1

�����
nX
i=1

�i'i (y1; y2)

�����
� (

nX
i=1

j'i(y1; y2)j
p�)

1
p� :

De plus, BY1 
BY2 � BY1 b
�Y2 entraine

sup
kyjk=1
j=1;2

(

nX
i=1

j'i(y1; y2)j
p�)

1
p� = sup

ky1
y2kBY1
BY2
=1

(
nX
i=1

je'i(y1 
 y2)jp�) 1
p�

� sup
ky1
y2kB

Y1
b
�Y2=1

(

nX
i=1

je'i(y1 
 y2)jp�) 1
p�

� sup
kvkB

Y1
b
�Y2=1

(
nX
i=1

je'i(v)jp�) 1
p� ;

(2.8)

de (2.7) et (2.8) on obtient comme conclusion

nX
i=1

jhu1 � u2 (x1i ; x2i ) ; e'iij
� dp1 (u1) dp2 (u2) k(x1i )klnp1 (X1) k(x

2
i )klnp2 (X2) sup

kvkB
Y1

b
�Y2=1
k(e'i)kln

p�
:

Ainsi se termine la démonstration grâce à la Remarque 2.5. �

Preuve du Théorème 2.18. Soit T 2 L (Dp1 ; :::;Dpm) (X1; :::; Xm;Y ): Alors il existe

des espaces de Banach Gj, uj 2 Dpm (Xj;Gj) et un multilinéaire A tels que

T = A (u1; :::; um) :
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Il est facile de véri�er que l�opérateur eT , le linéarisé de T , est
eT = ~A � u1 
� :::
� um;

où X1b
�:::b
�Xm
u1
� :::
�um! G1b
�:::b
�Gm ~A! Y: D�après le Lemme 2.19, eT est Cohen

fortement p-sommant. Cela entraine que T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ): �

2.3.1 Conséquence : le Théorème de Bu multilinéaire

Dans [Bu03], Q. Bu a généralisé un résultat de [Coh73, Théorème 4.2.2.(ii)] pour

1 < p; q <1 et H un espace de Hilbert au lieu de p = q = 2,

�p (H;Y ) � Dq(H;Y ):

La version multilinéaires a été démontrée par Achour et Mezrag en remplaçant les opéra-

teurs p-sommants par les opérateurs m-linéaires p-dominés, et en utilisant les inégalités

de Kahane et de Khintchine généralisées. On redémontre ce théorème en employant la

technique des idéaux.

Théorème 2.20. Soient 1 < p; q <1; H1; :::; Hm des espaces de Hilbert et Y un espace

de Banach. Alors

Lpd(H1; :::; Hm;Y ) � Dmq (H1; :::; Hm;Y ):

Preuve. Soit T 2 Lpd(H1; :::; Hm;Y ): Il existe uj 2 �p (Hj;Zj) et A 2 L(Z1; :::; Zm;Y )

tels que T = A (u1; :::; um) : D�après le théorème de Bu cas linéaire, uj 2 Dq (Hj;Zj)

pour tout 1 < q < 1: On choisit p1; ::; pm > 1 tels que 1
p1
+ ::: + 1

pm
= 1

p
. Comme

uj 2 Dqj (Hj; Zj) donc

Lpd(H1; :::; Hm;Y ) = L (�p) (H1; :::; Hm;Y ) � L (Dp1 ; :::;Dpm) (H1; :::; Hm;Y );

et le Théorème 2.18 achève la preuve. �
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2.4 Les opérateurs m-linéaires dé�nis sur des espaces

Lp

Cette section a pour but d�étudier le rapport entre les classes d�opérateurs multi-

linéaires Cohen fortement p-sommants, multi p-sommants et fortement p-sommants au

sens de Dimant agissant sur des espaces Lp. On prouvera que �mp� (X1; :::; Xm;Y ) est

inclus dans Dmp (X1; :::; Xm;Y ) ; lorsque les Xj (1 � j � m) sont des espaces Lp. Si de

plus Y est un espace Lp� ; on verra que l�espace des opérateurs m-linéaires fortement

p�-sommants contient les deux derniers espaces.

Commençons par rappeler la dé�nition des espaces Lp;�; introduite par Lindenstrauss

et Pe×czyński dans leur article : "Absolutely summing operators in Lp-spaces and their

applications". Soient 1 � p � 1 et � > 1. Un espace de Banach X est dit espace Lp;�
si pour tout sous espace de dimension �nie E � X il existe F � X contenant E et un

isomorphisme u : F �! ldimFp satisfaisant kuk ku�1k < �. On dit que X est un espace

Lp si c�est un espace Lp;� pour un certain � > 1. Soit (
;�) un espace mesuré ; pour

1 � p � 1; les espaces de Lebesgue Lp (�) sont des espaces Lp. L�espace C (K) des

fonctions continues sur un compact K est un espace L1.

Dé�nition 2.21 (Sous espace complémenté). Soit X un espace de Banach et Y un sous

espace fermé de X: On dit que Y est complémenté dans X s�il existe un sous espace fermé

Z tel que

X = Y � Z

Le sous espace fermé Z s�appel le complément de Y:

Théorème 2.22. Un sous espace fermé Y d�un espace de Banach X est compémenté

dans X si, et seulement si, il est l�image d�une projection continue de X:

Exemple 2.23. (1) Tout sous espace fermé d�un espace de Hilbert H est complémenté
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dans H:

(2) Les lnp sont complémentés dans lp.

Proposition 2.24 [Bou 81]. (1) Si 1 < p < 1 et X est un espace Lp, alors X est

isomorphe à un sous espace complémenté dans Lp (�) :

(2) Si X est un espace L1 (resp. L1), alors X�� est isomorphe à un sous espace complé-

menté dans L1 (�) (resp. C (K)) :

Inversement, si X est un sous espace complémenté dans Lp (1 < p < 1), alors X est

un epace Lp ou bien isomorphe à un espace de Hilbert.

Proposition 2.25 [Bou 81]. (1) Si X est un espace Lp;� pour tout � � 1, alors X est

un Lp (�) :

(2) Tout espace de Hilbert est un espace L2;� pour tout � � 1:

Proposition 2.26. Soient r1; :::; rm 2 N� et 1 < p � 1. Soit T un opérateur multili-

néaire de lr1p � :::� lrmp dans Y: Alors

dmp (T ) � �mp� (T ) :

Preuve. Soit
�
ekj
�rj
kj=1

la base canonique de lrjp (1 � j � m): Nous avons

(

r1;:::;rmX
k1;:::;km=1

kT (ek1 ; :::; ekm)k
p�)

1
p�

� �mp� (T )
mY
j=1

sup
kx�jklrj

p�
=1

(

rjX
kj=1

��x�j �ekj���p�) 1
p� = �mp� (T ) :
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Soient xj1; :::; x
j
n dans l

rj
p (1 � j � m) d�où xji =

rjX
kj=1

ajkj ;iekj : Pour y
�
1; :::; y

�
n dans Y

�,

nX
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij

�
nX
i=1

r1;:::;rmX
k1;:::;km=1

��
T �a1k1;iek1 ; :::; amkm;iekm� ; y�i ���
�

nX
i=1

r1;:::;rmX
k1;:::;km=1

��a1k1;i:::amkm;i�� jhT (ek1 ; :::; ekm) ; y�i ij :
Si 1 < p <1; nous avons par l�inégalité de Hölder

nX
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij

�
nX
i=1

(

r1;:::;rmX
k1;:::;km=1

��a1k1;i:::amkm;i��p) 1p ( r1;:::;rmX
k1;:::;km=1

jhT (ek1 ; :::; ekm) ; y�i ij
p�)

1
p�

=
nX
i=1

mY
j=1



xji

 ( r1;:::;rmX
k1;:::;km=1

jhT (ek1 ; :::; ekm) ; y�i ij
p�)

1
p�

Par un simple argument,

� (
nX
i=1

mY
j=1



xji

p) 1p ( r1;:::;rmX
k1;:::;km=1

kT (ek1 ; :::; ekm)k
p�)

1
p� sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�

� �mp� (T ) (

nX
i=1

mY
j=1



xji

p) 1p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�
:

Ceci implique dmp (T ) � �mp� (T ) :
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Si p =1, on a

nX
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij

� sup
1�i�n

sup
k1;:::;km

��a1k1;i:::amkm;i�� ( nX
i=1

r1;:::;rmX
k1;:::;km=1

jhT (ek1 ; :::; ekm) ; y�i ij)

= sup
1�i�n

mY
j=1



xji

lrj1 ( r1;:::;rmX
k1;:::;km=1

kT (ek1 ; :::; ekm)k) sup
y2BY

k(y�i (y))kln1

� �m1 (T ) sup
1�i�n

mY
j=1



xji

lri1 sup
y2BY

k(y�i (y))kln1 :

On obtient dm1 (T ) � �m1 (T ), ce qui achève la preuve. �

Le théorème suivant généralise le résultat de Cohen linéaire (RL (h)).

Théorème 2.27. Fixons m 2 N�: Soient 1 < p � 1 et Xj (1 � j � m) des espaces

Lp;� pour un � � 1. Alors

�mp� (X1; :::; Xm;Y ) � Dmp (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � �mp� (T )�m:

Preuve. Soient n 2 N� ; xj1; :::; xjn dans Xj et T 2 �mp� (X1; :::; Xm;Y ). Comme Xj est un

espace Lp;�, il existe un sous espace de dimension �nieMj � Xj contenant le sous espace

engendré par xj1; :::; x
j
n; et un opérateur inversible Sj : l

rj
p ! Mj (dimMj = rj) tel que

kSjk


S�1j 

 � �: Considérons le diagramme suivant

X1 �:::� Xm
T�! Y

" i1 " im T "

M1 �:::� Mm  �
(S1;:::;Sm)

lr1p �:::� lrmp

" k1 " km
vectfx11; :::; x1ng �:::� vectfxm1 ; :::; xmn g
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où ij et kj sont les inclusions cananiques et

T = T (i1 � S1; :::; im � Sm) :

Il s�ensuit que

�mp�(T ) � �mp� (T )
mY
j=1

kSjk kijk :

La Proposition 2.26 implique

dmp
�
T
�
� �mp�

�
T
�
� �mp� (T )

mY
j=1

kSjk :

Posons zji = S
�1
j x

j
i 2 l

rj
p ; pour y�1; :::; y

�
n 2 Y �; nous avons

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i )ij

=
nP
i=1

��
T (z1i ; :::; zmi ) ; y�i )���
� dmp

�
T
�
(
nP
i=1

mY
j=1



zji 

plrjp ) 1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�

� �mp� (T )
mY
j=1

kSjk (
nP
i=1

mY
j=1



zji 

plrjp ) 1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�
:

Finalement,

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i )���
� �mp� (T )�

m(
nP
i=1

mY
j=1



xji

pXj) 1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�
:

Donc dmp (T ) � �mp� (T )�m: �
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Corollaire 2.28. Soit 1 < p � 1. Si Y � est un espace Lp,

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) � Lp
�

s (X1; :::; Xm;Y ):

Preuve. Soit T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ): D�après le Théorème 2.7, T � est p�-sommant.

Comme Y � est un espace Lp, par [Coh73 ; Théorème 3.2.3], T � est Cohen fortement p-

sommant. Le Théorème 2.9 implique que T 2 Lp�s (X1; :::; Xm;Y ). �

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Corollaire 2.28 et du Théorème

2.27.

Corollaire 2.29. Soit 1 < p < 1: Si Xj (1 � j � m) est un espace Lp et Y est un

espace Lp�,

�mp�(X1; :::; Xm;Y ) � Lp
�

s (X1; :::; Xm;Y ):
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Chapitre 3

Caractérisation non linéaire des

espaces de Banach

Une application de la théorie des opérateurs linéaires sommants est la caractérisation

de certains espaces de Banach tels que les espaces de Hilbert et les espaces Lp. Cohen

[Coh70] a montré que �2(H;Y ) � D2(H;Y ) pour tout espace de Banach Y et tout

espace de Hilbert H. Cette propriété caractérise-t-elle les espaces de Hilbert ? Kwapień

[Kwa70] a donné une réponse a¢ rmative à cette question de Cohen. On trouve dans

[SR72] une caractérisation des espaces L1 : X est un espace L1 si, et seulement si, pour

tout espace de Banach Y; tout opérateur linéaire 1-sommant u : X ! Y est intégral.

Dans ce chapitre, et en premier lieu on va donner quelques résultats de caractérisation

en termes d�opérateurs multilinéaires. En second lieu, nous généralisons le théorème de

Kwapień dans le cas des polynômes homogènes de degré m en repmlaçant l�espace �2

par P2d l�espace de polynômes 2-dominés et Dp par P
q
Coh l�espace de polynômes Cohen

fortements 2-sommants.
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3.1 Caractérisation multilinéaire des espaces de Hil-

bert.

On commence par rappeler le théorème de Kwapień.

Théorème 3.1 [Kwa70]. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) X est isomorphe à un espace de Hilbert.

(2) Pour tout espace de Banach Y; �2(X;Y ) � D2(X;Y ).

(3) Pour tout espace de Banach Y; D2(Y ;X) � �2(Y ;X).

Preuve. (1) =) (2) Par le théorème de Cohen.

(2) =) (1) Préliminaire : Soit K = BX� muni de la topologie �-faible. Soit (x�i )i2N �

C (K)� telle que


(x�i )i2N

lw2 (C(K)�) � 1: On lui associe l�application linéaire

u : C (K)! l2

dé�nie par u (x) = (hx; x�i i)i2N : L�application u est bornée car

kuk = sup
kxk�1

ku (x)k = sup
kxk�1

(
X
i2N

jhx; x�i ij
2)

1
2 = k(x�i )klw2 (C(K)�) � 1:

D�après le petit théorème de Grothendieck, elle est 2-sommante, ce qui implique que

u � iX : X ! C (K)! l2

est 2-sommante, donc Cohen fortement 2-sommant, i.e, i�X � u� est 2-sommante.

Montrons à l�aide du Préliminaire que i�X 2 �2(C (K)
� ;X�): Soit (x�i ) 2 lw2 (C (K)

�) et

soit u associée à (x�i ) comme ci-dessus. Alors x
�
i = u

� (ei) ; donc

(
X
i2N

ki�X (x�i )k
2)

1
2 = (

X
i2N

ki�X � u� (ei)k
2)

1
2 � �2 (i�X � u�) <1;
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et par conséquent i�X est 2-sommante. Il existe donc un espace de Hilbert H tel que

i�X = v1 � v2 : C (K)
� v2�! H

v1�! X�

Comme i�X est sujective, v1 est aussi surjective. D�après le théorème de l�application

ouverte, X� est isomorphe à l�espace quotient H
Ker(v1)

; donc à un Hilbert.

(2), (3) Facile à voire. �

Le théorème suivant est une généralisation naturelle du théorème de Kwapień au cas

multilinéaire.

Théorème 3.2. Fixons m � 2: Soient Xj (1 � j � m) des espaces de Banach. Les

propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Les espaces X1; :::; Xm sont isomorphes aux espaces de Hilbert.

(2) Pour tous 1 < p; q <1; et tout espace de Banach Y;

Lpd(X1; :::; Xm;Y ) � Dmq (X1; :::; Xm;Y ):

(3) Pour tout espace de Banach Y; L2d(X1; :::; Xm;Y ) � Dm2 (X1; :::; Xm;Y ).

Preuve

(1) =) (2) est immédiate par le Théorème de Bu multilinéaire.

(2) =) (3) est évidente.

(3) =) (1) Soit 1 � j � m: Soit u 2 �2 (Xj;Y ) ; on va montrer que u 2 D2 (Xj;Y ) :

Pour 1 � k � m (k 6= j) on �xe xk 2 BXk et x�k 2 BX�
k
tels que x�k

�
xk
�
= 1: Véri�ons

que l�opérateur multilinéaire

T = x�1 
 :::
 u
 :::
 x�m : X1 � :::�Xm ! Y
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appartient à L2d(X1; :::; Xm;Y ): En e¤et,

(

nX
i=1



T �g1i ; :::; gmi �

 2
m )

m
2 = (

nX
i=1

��x�1 �g1i ��� 2m :::

u �gji �

 2
m ::: jx�m (gmi )j

2
m )

m
2

� (
nX
i=1

��x�1 �g1i ���2) 12 :::( nX
i=1



u �gji �

2) 12 :::( nX
i=1

jx�m (gmi )j
2)

1
2

� �2 (u)


�g1i �

ln;w2

::: k(gmi )kln;w2
:

Alors, par hypothèse; T 2 Dm2 (X1; :::; Xm;Y ): Sa linéarisation ~T est donc Cohen forte-

ment 2-sommante. Posons v : Xj ! X1b
�:::b
�Xm; dé�nie par

v = x1 
 :::
 idXj 
 :::
 xm:

Alors u = ~T � v est Cohen fortement 2-sommante. Par le théorème de Kwapień, Xj est

isomorphe à un Hilbert. �

Théorème 3.3. Fixons m � 2: Soit Y un espace de Banach. Les propriétés suivantes

sont équivalentes.

(1) Y est isomorphe à un espace de Hilbert.

(2) Pour tous espaces de Banach X1; :::; Xm et tous 1 < p; q <1;

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) � Lqs(X1; :::; Xm;Y ):

(3) Pour tous espaces de Banach X1; :::; Xm; Dm2 (X1; :::; Xm;Y ) � L2s(X1; :::; Xm;Y ):

Preuve

(1) =) (2) Soit Y = H un espace de Hilbert. Soit T 2 Dmp (X1; :::; Xm;H); T
� est

p�-sommant par le Théorème (2.7). Le Théorème linéaire de Bu [Bu03], entraine que

T � 2 Dq�(H; (X1b
�:::b
�Xm)
�); 1 < q� <1:
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Par le Théorème (2.9), T 2 Lqs(X1; :::; Xm;Y ): Ce résultat reste vrai si Y est isomorphe

à un Hilbert.

(2) =) (3) est évidente.

(3) =) (1) Soit X un espace de Banach et u : X ! Y un opérateur Cohen 2-sommant.

Pour 2 � j � m on considère xj 2 BXj et x�j 2 BX�
j
tels que x�j (x

j) = 1: Il est facile de

voir que l�opérateur multilinéaire

T = u
 x�2 
 :::
 x�m : X � :::�X| {z }
m

! Y

est Cohen fortement 2-sommant: Alors, par hypothèse, T 2 L2s(X; :::; X;Y ): Donc, pour

g1; :::; gn 2 X

(
nX
i=1



u �gi�

2) 12 = (
nX
i=1



T �gi; x2; :::; xm�

2) 12
� C sup

�2BL(X;:::;X)
(
nX
i=1

��� �gi; x2; :::; xm���2) 12
� C sup

x�2BX�
(
nX
i=1

��x� �gi���2) 12
puisque x ! � (x; x2; :::; xm) est une forme linéaire sur X de norme � 1; donc u 2

�2 (X;Y ). Par la forme dual du théorème de Kwapień, Y est isomorphe à un Hilbert.

�

Notons que l�implication (3) =) (1) de ce théorème est un cas particulier du Théo-

rème 3.5 qui va suivre.

Corollaire 3.4. Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hilbert, alors

Lpd(H1; :::; Hm;H) � Dmq (H1; :::; Hm;H) � Lrs(H1; :::; Hm;H)

pour tous 1 < p; r; q <1:
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3.2 Caractérisation m-linéaire des sous espaces de Lp

Dans cette section, on donne une version multilinéaire du théorème de caractérisation

linéaire de sous espaces fermés de Lp; voir [DJT95] ; qui est : Y est isomorphe à un sous

espace fermé de Lp (1 � p <1) si, et seulement si, pour tout espace de Banach X;

Dp� (X;Y ) � �p (X;Y ) : (3.1)

Théorème 3.5. Fixons m � 2: Soit 1 � p < 1 et Y un espace de Banach. Les

propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) L�espace Y est isomorphe à un sous espace fermé de Lp:

(b) Pour tous espaces de Banach X1; :::; Xm

Dmp�(X1; :::; Xm;Y ) � Lps(X1; :::; Xm;Y ):

Preuve

Soit Y un sous espace fermé de Lp. Soit T 2 Dmp�(X1; :::; Xm;Y ): Alors

eT 2 Dp�(X1b
�:::b
�Xm;Y );

et d�après l�inclusion (3.1), on a eT 2 �p(X1b
�:::b
�Xm;Y ): Nous concluons par la Pro-

position 1.29 et donc T 2 Lps(X1; :::; Xm;X):

Inversement, soit X un espace de Banach et u 2 Dp� (X;Y ). On va montrer que u 2

�p (X;Y ) : Pour 2 � j � m on considère xj 2 BXj et x�j 2 BX�
j
tels que x�j (x

j) = 1:

L�opérateur multilinéaire

T = u
 x�2 
 :::
 x�m : X � :::�X| {z }
m

! Y

est Cohen fortement p�-sommant. Donc, par hypothèse, T est dans Lps(X; :::; X;Y ): Par

un argument analogue à celui de la preuve du Théorème 3.3, on peut facilement montrer
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que u est p-sommant. �

Corollaire 3.6. Soit 1 < p � 1 . Si X1; :::; Xm sont des espaces Lp et Y est un espace

Lp� ; alors

Lp
�

d (X1; :::; Xm;Y ) � �mp�(X1; :::; Xm;Y ) � Dmp (X1; :::; Xm;Y ) � Lp
�

s (X1; :::; Xm;Y ):

Remarque 3.7. Ce Corollaire est une version multilinéaire du cas linéaire (RL)(k).

3.3 Caractérisation polynomial d�un espace de Hil-

bert

Cette Section a fait l�objet d�une publication en collaboration avec Achour Dahmane

[ASaa10].

Let X be a Banach space. Kwapień [Kwa70] has shown that : X is isomorphic to a

Hilbert space if, and only if, for every Banach spaces Y and every absolutely 2-summing

operators u from X into Y , the conjugate operator u� is absolutely 2-summing, i.e., u is

strongly 2-summing in the sense of Cohen [Coh73]. This theorem of Kwapień is a response

to a question posed by J.S. Cohen [Coh70] who had previously established an isometric

version. In this section, we will give a polynomial version of this characterization of

Hilbert space. For this, we will introduce and study Cohen strongly summing polynomials,

extending the de�nition given by Cohen for linear operators and by Achour and Mezrag

[AM07] for multilinear mappings. We show, for instance, that a polynomial is Cohen

strongly p-summing if, and only if, its associated symmetric multilinear mapping is Cohen

strongly p-summing, if and only if, its linearization is strongly p-summing linear operator.

As consequence, certain inclusion theorems are given

This paper is organized as follows.
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In section 1, we recall some facts about polynomial mappings.

In section 2, we study the space of Cohen strongly p-summing polynomials between

Banach spaces. We give a natural analog of Pietsch Domination Theorem similar to the

m-linear case.

In section 3, we discuss the relationships between the classes of Cohen strongly p-summing

polynomials, multilinear and linear operators. As consequence, we compare this notion

with strongly p-summing polynomials (in the sense of Dimant), where the rang space is an

Lp�-space. We end this section by comparing Cohen strongly p-summing and p-dominated

polynomials when the domain is a Hilbert space.

In section 4, we give our main result, that is : the Banach space X is isomorphic

to a Hilbert space if, and only if, for all Banach spaces Y and for every 2-dominated

polynomials P from X into Y , P is Cohen strongy 2-summing polynomial.

3.3.1 De�nitions and general results

The notation and terminology used in this paper are standard in Banach space theory.

However, we shall recall some terminology : Let X be a Banach space and 1 � p � 1.

We denote by lnp (X) the space of all sequences (xi)
n
i=1 in X equipped with the norm

(xi)1�i�n

lnp (X) = ( nP1 kxikp) 1p

and by ln !
p (X) the space of all sequences (xi)

n
i=1 in X equipped the norm

k(xn)kln !
p (X) = sup

kx�kX�=1
(
nP
1

jhxi; x�ijp)
1
p ;

where X� denotes the topological dual of X. The closed unit ball of X will be denoted by

BX . The vector space of bounded linear operators from X to Y will be noted by B(X;Y ).

A map P : X ! Y is an m-homogeneous polynomial if there exists a unique symme-

tric m-linear operator P̂ : X � :::�X ! Y such that

P (x) = P̂
�
x; (m)::: ; x

�
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for every x 2 X. Both are related by the polarization formula [Muj86, Theorem 1.10]

P̂
�
x1; :::; xm

�
=

1

m!2m

X
�i=�1
1�i�m

�1:::�mP (

mX
j=1

�jx
j): (3.2)

P is bounded on the unit ball of X if and only if P̂ is bounded on. The norms are related

by the inequalities [Muj86, Theorem 2.2]

kPk �



P̂


 � mm

m!
kPk : (3.3)

We denote by P (mX;Y ) ; the Banach space of all continuous m-homogeneous polyno-

mials from X into Y endowed with the norm

kPk = sup fkP (x)k = kxk � 1g (3.4)

= inf fC : kP (x)k � C kxkm for all x 2 Xg

If Y = K, we write simply P (mX). For the general theory of polynomials on Banach

spaces, we refer to [Din99] and [Muj86]. By X1b
�:::b
�Xm we denote the completed

projective tensor product of X1; :::; Xm: If X = X1 = ::: = Xm we write b
m� X: By

ms X := X 
s (m)::: 
s X we denote the m fold symmetric tensor product of X, that is,

the set of all elements u 2 
mX of the form

u =
nX
i=1

xi 
 (m)::: 
 xi; (n 2 N; xi 2 X; 1 � i � n)

By b
m�;sX we denote the closure of 
ms X in b
m� X: For symmetric tensor products, we
refer to [Flo97]. If P 2 P (mX;Y ) we de�ne its linearization eP : 
ms X ! Y by

eP ( nX
i=1

xi 
 (m)::: 
 xi) =
nX
i=1

P (xi)
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for all xi 2 X; 1 � i � n: Consider the canonical polynomial �m : X ! b
m�;sX de�ne by

�m (x) = x
 (m)::: 
 x

We have the next diagram which is commute

X
P�! Y

& �m " ePb
m�;sX
in the other words P = eP � �m:
The de�nition of strongly p-summing polynomial was introduced by V. Dimant in

[Dim03].

De�nition 3.8. Let 1 � p � 1 and P 2 P (mX;Y ) : The polynomial P is strongly

p-summing if there exists a constant C � 0 such that for, every x1; :::; xn 2 X;

(
nX
i=1

kP (xi)kp)
1
p � C sup

�2BP(mX)

(
nX
i=1

j� (xi)jp)
1
p (3.5)

The class of strongly p-summing m-homogeneous polynomials from X into Y , which is

denoted by Ppss(mX;Y ) is a Banach space for the norm kPkss;p ; i.e. the smallest constant

C such that inequality (3.5) holds.

We also recall the de�nition of p-dominated plynomials.

De�nition 3.9 [MTon99] : Given 1 � p < 1, a polynomial P 2 P(mX;Y ) is p-

dominated if there exists a constant C > 0 such that, for all n 2 N� and for every

x1; :::; xn 2 X;

(

nX
i=1

kP (xi)k
p
m )

m
p � C sup

x�2BX�
(

nX
i=1

jx� (xi)jp)
m
p
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We denote by Ppd (mX;Y ) the space of p-dominated polynomials P : X ! Y and by

�p(P ) the in�mum of all C verifying the above inequality. For p � m, �p(P ) is a norm

on Ppd (mX;Y ); but for p < m it is only a quasinorm. Such polynomials are sometimes

called absolutely (p=m; p)-summing polynomials.

3.3.2 Cohen strongly p-summing m-homogeneous polynomials

We give in this section a natural generalization of strongly p-summing linear operators.

We extend �Pietsch Domination Theorem�to the category of polynomials mappings. In

the linear case, Cohen easily got it by duality because the adjoint of a strongly p-summing

operator is absolutely p�-summing. In the multilinear case, the proof in [AM07] is direct

induces applying Ky Fan�s lemma.

Before giving the de�nition for polynomials mappings, we start by recalling the de�nition

of Cohen strongly p-summing multilinear operators which is introduced as an extension

of strongly p-summing operators.

De�nition 3.10 [AM07] : Let 1 � p � 1. An m-linear operator T : X1� :::�Xm �! Y

(Xj; Y are arbitrary Banach spaces and m 2 N�) is Cohen strongly p-summing if and

only if there is a constant C > 0 such that for any xj1; :::; x
j
n 2 Xj; (j = 1; :::;m) and any

y�1; :::; y
�
n 2 Y �,

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��� � C( nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj) 1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�
: (3.6)

The class of Cohen strongly p-summing m-linear operators from X1 � ::: � Xm into Y ,

which is denoted by Dmp (X1; :::; Xm;Y ); is a Banach space for the norm dmp (T ); i.e. the

smallest constant C such that inequality (3.6) holds.

De�nition 3.11. Fix m 2 N. Let 1 < p � 1 and let X; Y be Banach spaces. An

m-homogeneous polynomial P : X �! Y is Cohen strongly p-summing, if there is a
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constant C > 0 such that for any x1; :::; xn 2 X and y�1; :::; y
�
n 2 Y �,

nX
i=1

jhP (xi) ; y�i ij � C(
nX
i=1

kxikmp)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�
: (3.7)

The class of such polynomials is denoted by PpCoh(mX;Y ); it is equipped with the norm

dp(P ); i.e. the smallest constant C such that inequality (3.7) holds. For p = 1 we have

P1Coh(mX;Y ) = P(mX;Y ):

Or in the other words if

nP
i=1

jhP (xi) ; v(ei)ij � K(
nP
i=1

kxikmp)
1
p kvk ;

for all v 2 B(lnp ;Y �):

Let us �rst give an example of a Cohen strongly p-summing polynomial, 1 � p � 1: Let

m 2 N; u : X ! Y be a strongly p-summing linear operator and ' 2 X�: The polynomial

P : X ! Y : P (x) = 'm�1 (x)u (x)

is Cohen strongly p-summing. Indeed, for x1; :::; xn 2 X, y�1; :::; y�n 2 Y �,
nP
i=1

jhP (xi) ; y�i ij =
nP
i=1

jh'm�1 (xi)u (xi) ; y�i ij

=
nP
i=1

jhu ('m�1 (xi)xi) ; y�i ij

� dp (u) k'km�1 (
nP
i=1

kxikmp)
1
p sup
y2BY

(
nP
i=1

jy�i (y)j
p�)

1
p�

So, P is Cohen strongly p-summing and dp(P ) � k'km�1 dp(u).

The polynomial version of �Pietsch Domination Theorem� goes as follows. Its proof is

an adaptation of the proof for the multilinear case (see [AM07]).

Theorem 3.12. Let m 2 N. An m-homogeneous polynomial P 2 P(mX;Y ) is Cohen

strongly p-summing ( 1 < p � 1) if and only if there is a Radon probability measure �
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on BY �� and C > 0 such that, for all x 2 X and y� 2 Y �

jhP (x) ; y�ij � C kxkm (
Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�(y��))

1
p� : (3.8)

Moreover, in this case dp(P ) = min fC : C veri�es (3.8)g.

An immediate consequence of Theorem 2.3 is the following.

Corollary 3.13. Let 1 � p1 � p2 <1.

If P 2 Pp2Coh(mX;Y ) then P 2 P
p1
Coh(

mX;Y ) and dp1(P ) � dp2(P ).

3.3.3 Characterization and inclusion theorems

In this section, we investigate connections between the class of Cohen strongly sum-

ming polynomials and other classes of polynomial mappings, such as p-dominated and

strongly summing polynomials (in the sense of Dimant). First, we give the relation bet-

ween P and its associated symmetricm-linear operator P̂ concerning the notion of Cohen

strongly p-summing. A similar characterization holds for p-dominated polynomials (see

[MTon99]).

Theorem 3.14. The polynomial P 2 P(mX;Y ) is Cohen strongly p-summing if, and

only if, its associated symmetric m-linear operator P̂ 2 L(mX;Y ) is Cohen strongly

p-summing.

Proof. Let us �rst assume that P̂ is Cohen strongly p-summing. Let x1; :::; xn 2 X and

y�1; :::; y
�
n 2 Y �; then

nP
i=1

jhP (xi) ; y�i ij =
nP
i=1

���DP̂ (xi; :::; xi) ; y�i E���
� dmp (P̂ )(

nP
i=1

kxikmp)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�
:

Hence, P is Cohen strongly p-summing and dp(P ) � dmp (P̂ ):
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Conversely, let P 2 PpCoh(mX;Y ). Let xj 2 X such that kxjk � 1 (1 � j � m) and

y� 2 Y �: Using the polarization formula (3.2), we obtain���DP̂ (x1; :::; xm) ; y�E��� =j< 1
m!2m

P
�1;:::;�m=�1

�1:::�mP (
mP
j=1

�jx
j); y� >j

� 1
m!2m

P
�1;:::;�m=�1

j< P (
mP
j=1

�jx
j); y� >j

� 1
m!2m

P
�1;:::;�m=�1

dp(P ) k
mP
j=1

�jx
j km (

R
BY ��
jy�(y��)jp

�
d�(y��))

1
p�

� 1
m!2m

dp(P )
P

�1;:::;�m=�1
(
mP
j=1

kxjk)m(
R
BY ��
jy�(y��)jp

�
d�(y��))

1
p� )

� 1
m!2m

dp(P )2
mmm(

R
BY ��
jy�(y��)jp

�
d�(y��))

1
p�

� mm

m!
dp(P )(

R
BY ��
jy�(y��)jp

�
d�(y��))

1
p� ):

So, for every xj 2 BX (1 � j � m); we have���DP̂ (x1; :::; xm) ; y�E��� � mm

m!
dp(P )(

R
BY ��
jy�(y��)jp

�
d�(y��))

1
p� ):

and for xj 2 X (xj 6= 0);���DP̂ � x1

kx1k ; :::;
xm

kxmk

�
; y�
E��� � mm

m!
dp(P )(

R
BY ��
jy�(y��)jp

�
d�(y��))

1
p� )

Thus���DP̂ (x1; :::; xm) ; y�E��� � mm

m!
dp(P )

mQ
j=1

kxjk (
R
BY ��
jy�(y��)jp

�
d�(y��))

1
p� )

Therefore, by [AM07, Theorem 2.4], P̂ is Cohen strongly p-summing and dmp
�
P̂
�
�

mm

m!
dp(P ): �

The following characterization of Cohen strongly p-summing polynomials is useful and

will be used later.

Proposition 3.15. Let 1 < p � 1. Let P : X ! Y be a m-homogeneous polynomial

and eP its linearization. The following properties are equivalent
(a) The polynomial P belongs to PpCoh(mX;Y ).

(b) The operator eP belongs to Dp �b
m�;sX;Y �.
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Proof. Suppose that eP 2 Dp �b
m�;sX;Y �. For x1; :::; xn 2 X and y�1; :::; y
�
n 2 Y �; we have

nX
i=1

jhP (xi) ; y�i ij =
nX
i=1

���D eP (xi 
 :::
 xi) ; y�i E���
� dp

� eP� ( nX
i=1

kxi 
 :::
 xikp)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�

� dp

� eP� ( nX
i=1

kxikmp)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�
:

Conversely, suppose that P is Cohen strongly p-summing. Let v � b
m�;sX such that v 6= 0

and y� 2 Y �: Suppose that v =
nX
i=1

xi 
 :::
 xi: Then

���D eP (v) ; y�E��� � nX
i=1

jhP (xi; :::; xi) ; y�ij

�
nX
i=1

dmp (P ) kxik
m (
R
BY ��
jy��(y�)jp

�
d�(y��))

1
p�

= dmp (P ) (
nX
i=1

kxikm)(
R
BY ��
jy��(y�)jp

�
d�(y��))

1
p�

Taking the in�mum over all represents of v we get

���D eP (v) ; y�E��� � dmp (P ) kvk (R BY �� jy��(y�)jp� d�(y��)) 1p�
Therefore, by [Coh73, Theorem 2.3.1], eP is strongly p-summing and dmp (P ) = dp

� eP�.
�

Corollary 3.16. The following are equivalent for P 2 P(mX;Y ).

(1) The polynomial P is Cohen strongly p-summing.

(2) The operator eP is Cohen strongly p-summing from b
m�;sX into Y:

(3) There exist a Cohen strongly p-summing operator u and a polynomial Q such that

P = u �Q:
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Proof. (1), (2) Proposition 3.15.

(2)) (3) We have the result directly from the factorization P = eP � �m.
(3)) (1) There is a Banach space Z; an operator linear u in Dp (Z;Y ) and a polynomial

Q in P(mX;Z) such that P = u �Q. For x1; :::; xn 2 X and y�1; :::; y
�
n 2 Y �; we have

nX
i=1

jhP (xi) ; y�i ij =
nX
i=1

jhu �Q (xi) ; y�i ij

� dp (u) (

nX
i=1

kQ (xi)kp)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�

� dp (u) kQk (
nX
i=1

kxikmp)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�
:

Hence, P is Cohen strongly p-summing. �

If Y is an Lp�-space, we have the following inclusion.

Corollary 3.17. Let 1 < p <1. If Y is an Lp�-space then

PpCoh(mX;Y ) � Pp
�

ss (
mX;Y ):

Proof. Let P 2 PpCoh(mX;Y ): By Corollary 3.16, there exist a Cohen strongly p-summing

operator u : Z ! Y and a polynomial Q : X ! Z such that P = u � Q. Since Y is an

Lp�-space the operator u : Z ! Y is p�-summing by [Coh73, Theorem 3.2.3]. Now, for

xi 2 X (1 � i � n)

(

nX
i=1

kP (xi)kp)
1
p = (

nX
i=1

ku �Q (xi)kp)
1
p

� � (u) supz�2BZ� (

nX
i=1

jz� (Q (xi))jp)
1
p
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since the polynomial z� �Q belongs to P (mX) we have

(

nX
i=1

kP (xi)kp)
1
p � kQk � (u) sup

�2BP(mX)

(
nX
i=1

j� (xi)jp)
1
p

i.e., P is strongly p�-summing polynomial. �

Next, we give an inclusion between the class of p-dominated and Cohen strongly q-

summing polynomials. The linear version of this inclusion is due to Cohen [Coh73] for

p = q = 2 and to Bu [Bu03] for all p and q. The reader can see [AM07] for more details

about the multilinear version.

Corollary 3.18. Let m 2 N and 1 < p; q < 1. Let H be a Hilbert space and Y be a

Banach space. Let P 2 P (mH;Y ). If P is p-dominated polynomial, then P is Cohen

strongly q-summing polynomial.

Proof. Fix 1 < p; q < 1: Let P 2 P (mH;Y ) and P̂ 2 L (mH;Y ) the associated sym-

metric m-linear: Assume that P is p-dominated polynomial. By [Muj86, Theorem 6], P̂

is p-dominated and by [AM07, Theorem 3.2], P̂ is a Cohen strongly q-summing m-linear

operator. So, Theorem 3.14. concludes the proof. �

3.3.4 Main result

Givenm 2 N andX be a Banach space. In this section, we show that :X is isomorphic

to a Hilbert space if, and only if, for every Banach space Y and every m-homogeneous

2-dominated polynomial from X into Y; u is Cohen strongly 2-summing. We start by a

preparatory result.

Theorem 3.19. Let m 2 N; 1 < p; q < 1 and X; Y be Banach spaces such that

Ppd (mX;Y ) � P
q
Coh(

mX;Y ). Then �p(X;Y ) � Dq(X;Y ).

Proof. Let u 2 �p (X;Y ) ; we will show that u 2 Dq (X;Y ) : Fix x0 2 BX and x�0 2 BX�
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such that x�0 (x0) = 1. De�ne the operator �j : b
j+1�;s X ! b
j�;sX (1 � j � m� 1) by

�j(

nX
i=1

xi 
 (j+1)::: 
 xi) =
nX
i=1

x�0(xi)xi 
 (j)::: 
 xi

Let �m : X ! b
m�;sX be the canonical polynomial. We show that the polynomial P :=

u��1 � :::��m�1 � �m : X ! Y is p-dominated. We reason by induction on m. For m = 1;

the statement is trivial. We suppose now that

u � �1 � ::: � �m�2 � �m�1 : X ! Y

is p-dominated. Let xi 2 X (1 � i � n) : Then
nX
i=1

kP (xi)k
p
m =

nX
i=1

ku � �1 � ::: � �m�1 � �m (xi)k
p
m

=
nX
i=1




u � �1 � ::: � �m�1 �xi 
 (m)::: 
 xi
�


 p

m

=

nX
i=1

jx�0(xi)j
p
m




u � �1 � ::: � �m�2 �xi 
 (m�1)::: 
 xi
�


 p

m

By Hölder�s inequality

nX
i=1

kP (xi)k
p
m

� (

nX
i=1

jx�0(xi)j
p)

1
m (

nX
i=1

ku � �1 � ::: � �m�2 � �m�1 (xi)k
p

m�1 )
m�1
m

We obtain by the induction hypothesis and the fact that x�0 2 BX�
nX
i=1

kP (xi)k
p
m � (

nX
i=1

jx�0(xi)j
p)

1
m (C sup

x�2BX�
(
nP
i=1

jx� (xi)jp)
m�1
p )

p
m

= C
p
m (

nX
i=1

jx�0(xi)j
p)

1
m sup
x�2BX�

(
nP
i=1

jx� (xi)jp)
m�1
m

� C p
m sup
x�2BX�

nP
i=1

jx� (xi)jp :

Therefore, P is p-dominated and hence Cohen strongly q-summing. By the decomposition

P = eP � �m we have eP = u � �1 � ::: � �m�1 which is Cohen strongly q-summing by the
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Proposition 3.15. Now, as it has been shown in the proof of [Bla97, Theorem 3], there

are operators kj : b
j�;sX ! b
j+1�;s X (1 � j � m � 1) de�ned in terms of x�0 and x0 such

that �j � kj is the identity map on b
j�;sX. We have
u = u � �1 � ::: � �m�1 � kj�1 � ::: � k1 : X ! Y

which is, by the ideal property, Cohen strongly q-summing. �

Theorem 3.20. Let X be a Banach space. The following properties are equivalent.

(1) The space X is isomorphic to a Hilbert space.

(2) For all m 2 N, 1 < p; q <1; and every Banach space Y

Ppd (mX;Y ) � P
q
Coh(

mX;Y )

(3) For all m 2 N and every Banach space Y

P2d(mX; Y ) � P2Coh(mX; Y )

Proof. (1)) (2) Immediate by Corollary 3.18.

(2)) (3) Obviously.

(3)) (1) It is enough to apply Theorem 3.19. and Kwapień�s theorem. �
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Chapitre 4

Les opérateurs multilinéaires Cohen

(p; p1; :::; pm)-nucléaires

Dans ce chapitre on introduit les opérateurs m-linéaires de type Cohen (p; p1; :::; pm)-

nucléaires. On démontre l�analogue du théorème de factorisation de Pietsch, ce qui permet

de représenter cet espace comme composition de l�espace linéaire Dp avec l�espace des

opérateurs multilinéaires (p; p1; :::; pm)-sommants. Dans le cas où 1
p1
+ ::: + 1

pm
= 1

p
, on

donne une version multilinéaire de la factorisation de Kwapień.

4.1 Introduction et motivation

Dans la dé�nition des opérateurs linéaires sommants, il est bien connu qu�un opéra-

teur : T : X ! Y est 1-sommant si et seulement si l�application

Id
 T : lpb
"X ! lpb
�Y; (4.1)

est continue pour p = 1. Si p > 1; la continuité de cette application entraine que T

est p-sommant, mais la réciproque n�est pas vraie en général. Cohen a introduit dans

[Coh73] la classe Np des opérateurs p-nucléaires dont la dé�nition est : T est p-nucléaire
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si l�application Id
 T dé�nie dans (4.1) est continue. Les travaux de Cohen en 1973 et

de Kwapień en 1972 permettent de représenter l�espace Np par

Np = Dp � �p: (4.2)

Il a y plusieurs façons d�engendrer un idéal multilinéaire à partir de Np à savoir les

méthodes de Pietsch décrites au chapitre 1. L�abondance des classes qui généralisent

�p nous permettra de dé�nir d�autres idéaux multilinéaires, en remplaçant �p dans la

formule (4.2) par ses classes généralisées. Dans ce chapitre, on s�intéresse à la classe

obtenue lorsqu�on remplace �p par l�espace des opérateurs multilinéaires absolument

(p; p1; :::; pm)-sommants. Si 1
p1
+ ::: + 1

pm
= 1

p
; on obtient un résultat analogue à (4.2) ;

cette classe peut donc s�interpréter à la fois par la méthode de composition et la mé-

thode de factorisation. Cette étude pourrait se faire avec d�autres classes, comme celle

des opérateurs multilinéaires p-dominés, p-semi intégral ou fortement p-sommnats. Nous

entamons donc ce chapitre par introduire la dé�nition suivante qui est une généralisation

du cas linéaire.

Dé�nition 4.1. Soient 1 � p � 1; p1; :::; pm 2 ]0;1] avec 1p �
1
p1
+:::+ 1

pm
: Un opérateur

m-linéaire T : X1 � ::: � Xm �! Y est Cohen (p; p1; :::; pm)-nucléaire s�il existe une

constante positive C telle que, pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj; (j = 1; :::;m), y�1; :::; y

�
m 2 Y �;

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��� � C mY
j=1




�xji�ni=1


ln;wpj
(Xj)

sup
kyk=1

(

nX
i=1

jy�i (y)j
p�)

1
p� : (4.3)

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen (p; p1; :::; pm)-nucléaires de X1� :::�Xm dans

Y , notée N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) ; est un espace de Banach pour la norme

N(p;p1;:::;pm)(T ) = inffC véri�ant l�inégalité (4:3)g:
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Remarque 4.2. On a

N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) � Lm(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) :

En e¤et, comme
�
lnp (Y )

��
= lnp� (Y

�) pour tout espace de Banach Y , on peut donc écrire

k(yi)klnp (Y ) = sup
k(y�i )kln

p� (Y
�)
�1
jh(yi) ; (y�i )ij = sup

k(y�i )kln
p� (Y

�)
�1

�����
nX
i=1

hyi; y�i i
����� :

L�inégalité (4.3) implique�����
nX
i=1



T
�
x1i ; :::; x

m
i

�
; y�i
������ �

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���
� C

mY
j=1




�xji�ni=1


ln;wpj
(Xj)

sup
kyk=1

(
nX
i=1

jy�i (y)j
p�)

1
p� :

En prenant le supremum sur toutes les suites (y�i )
n
i=1 � Y � telles que k(y�i )kln

p� (Y
�) � 1;

on obtient

(
nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C mY
j=1




�xji�ni=1


ln;wpj
(Xj)

;

c�est à dire, T est absolument (p; p1; :::; pm)-sommant (i.e., T 2 Lm(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y )).

Remarque 4.3. Si p = 1; on trouve la coïncidence suivante

N(1;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) = Lm(1;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) :

En e¤et, soit T 2 Lm(1;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) ; alors

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��� � (

nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

) m
sup
i=1
ky�i k

� C

mY
j=1




�xji�ni=1


ln;wpj
(Xj)

m
sup
i=1
ky�i k ;
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donc T est Cohen (1; p1; :::; pm)-nucléaire.

Si Y est de dimension �nie,

N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) = Lm(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) :

En e¤et, soit T 2 Lm(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) : D�après le Corollaire (2.12), l�opérateur

identité IdY est Cohen fortement p-sommant, donc

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��� =
nX
i=1

��
IdY � T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���
� C(

nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p sup
kyk=1

(
nX
i=1

jy�i (y)j
p�)

1
p�

� C
mY
j=1




�xji�ni=1


ln;wpj
(Xj)

sup
kyk=1

(
nX
i=1

jy�i (y)j
p�)

1
p� :

Proposition 4.4. La classe N(p;p1;:::;pm) est un idéal de Banach dans l�espace des opéra-

teurs multilinéaires bornés.

Preuve. Tout d�abord, comme 1
p
� 1

p1
+ :::+ 1

pm
, l�inégalité de Hölder généralisée donne

(
nX
i=1

��a1i :::ami ��p) 1p � ( nX
i=1

��a1i ��p1) 1
p1 ::::(

nX
i=1

jami j
pm)

1
pm :

Il su¢ t de véri�er (2) de la Dé�nition (1.5). Pour cela on va montrer la propriété pour

78



les opérateurs de la forme T = x�1 
 :::
 x�m 
 y.

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��� =
nX
i=1

��
x�1 �x1i � :::x�m (xmi ) y; y�i ���
� (

nX
i=1

��x�1 �x1i � :::x�m (xmi )��p) 1p ( nX
i=1

jhy; y�i ij
p�)

1
p�

� (

nX
i=1

��x�1 �x1i ���p1) 1
p1 ::::(

nX
i=1

jx�m (xmi )j
pm)

1
pm (

nX
i=1

jhy; y�i ij
p�)

1
p�

� (kyk
mY
j=1



x�j

) mY
j=1




�xji�ni=1


ln;wpj
(Xj)

sup
kyk=1

(

nX
i=1

jy�i (y)j
p�)

1
p� :

Donc, T 2 N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) et N(p;p1;:::;pm) (T ) = kyk
mY
j=1



x�j

 : �

4.2 Connexion avec le produit tensoriel

Dans cette partie, on dé�nira une norme tensorielle raisonnable sur le produit tensoriel

algébriqueX1
:::
Xm
Y � et on montrera que son dual topologique muni de cette norme

s�identi�er isométriquement à l�espace des opérateurs multilinéaires Cohen (p; p1; :::; pm)-

nucléaires. Cette identi�cation nous permettra de le comparer facilement avec d�autre

espaces d�opérateurs multilinéaires. Soient maintenant p; p1; :::; pm 2 [1;1] : Soit u 2

X1 
 :::
Xm 
 Y �: On considère

w(p;p1;:::;pm) (u) = inf
n

�x1k�

lwp1 ::: k(xmk )klwpm k(y�k)klwp�o ;

où l�in�mum porte sur toutes les représentations de u de la forme

u =
nX
k=1

x1k 
 :::
 xmk 
 y�k;

avec xjk 2 Xj et y�k 2 Y �; 1 � k � n; 1 � j � m et m 2 N�:
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Proposition 4.5. Soient p; p1; :::; pm 2 [1;1] : Si 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
; alors w(p;p1;:::;pm) est

une norme tensorielle raisonnable sur X1 
 :::
Xm 
 Y �:

Pour la démonstration, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.6. Soient �1; :::; �m > 0: Pour r1; :::; rm tels que 1
r1
+ :::+ 1

rm
= 1, on a

�1:::�m �
1

r1
�r11 + :::+

1

rm
�rmm :

Preuve. On a

�1:::�m = eLog(�1)+:::+Log(�m)

= e
1
r1
Log(�r11 )+:::+ 1

rm
Log(�rmm )

;

et on applique la convexité de la fonction exponentielle. �

Preuve de Proposition 4.5. Soient u0; u00 2 X1 
 :::
Xm 
 Y � tels que

u0 =
n0X
k=1

x01k 
 :::
 x0mk 
 y0�k ; u00 =
n00X
k=1

x001k 
 :::
 x00mk 
 y00�k :

Posons u = u0 + u00 =
n+n0X
k=1

x1k 
 :::
 xmk 
 y�k où

xjk =

8<: x0jk si 1 � k � n0

x00jk�n0 si n0 + 1 � k � n0 + n00
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Nous avons

w(p;p1;:::;pm) (u)

= inf

�

�x1k�

ln+n0;wp1
(X1)

::: k(xmk )kln+n0;wpm (Xm)
k(y�k)kln+n0;w

p� (Y �)

�
�



�x1k�

ln+n0;wp1
(X1)

::: k(xmk )kln+n0;wpm (Xm)
k(y�k)kln+n0;w

p� (Y �)
:

Par le Lemme (4.6)

w(p;p1;:::;pm) (u)

� 1

p1



�x1k�

p1ln+n0;wp1
(X1)

+ :::+
1

pm
k(xmk )k

pm

ln+n
0;w

pm (Xm)
+
1

p�
k(y�k)k

p�

ln+n
0;w

p� (Y �)
:

On peut écrire u0; u00 de la façon suivante

u0 =
nX
k=1

(
x01k
�01
)
 :::
 (x

0m
k

�0m
)
 ( y

0�
k

�0m+1
); u00 =

n0X
k=1

(
x001k
�001
)
 :::
 (x

00m
k

�00m
)
 ( y

00�
k

�00m+1
):

où
�0j =

�0j

(�01:::�0m�0m+1)
1
pj

(1 � j � m)

�00j =
�00j

(�001 :::�00m�00m+1)
1
pj

(1 � j � m)

�0m+1 =
�0m+1

(�01:::�0m�0m+1)
1
p�

�00m+1 =
�00m+1

(�001 :::�00m�00m+1)
1
p�

avec
�0j =



�x0jk �

ln0;wpj
(Xj)

(1 � j � m)

�00j =


�x00jk �

ln00;wpj

(Xj)
(1 � j � m)

�0m+1 = k(y0�k )kln0;w
p� (Y �)

�00m+1 = k(y00�k )kln00;w
p� (Y �)
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Par un calcul simple, on obtient

w(p;p1;:::;pm) (u
0 + u00) � w(p;p1;:::;pm) (u0) + w(p;p1;:::;pm) (u00) :

Le reste est facile. �

Proposition 4.7. Pour tous p; p1; :::; pm 2 [1;1] tels que 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
, on a

" � w(p;p1;:::;pm) � gp � �:

où "; � sont les normes injective et projective sur X1
 :::
Xm
 Y � et gp est la morme

tonsorielle dé�nie dans (2.3).

Preuve. Soit u =
nX
k=1

x1k 
 :::
 xmk 
 y�k 2 X1 
 :::
Xm 
 Y �: On a

" (u) = sup
kx�jk=1;ky��k=1

(�����
nX
k=1

x�1 (x
1
k) :::x

�
m (x

m
k ) y

�� (y�k)

�����
)
;

par l�inégalité de Hölder (généraliseé)

" (u)

� sup
kx�1k=1

(
nX
k=1

jx�1 (x1k)j
p1)

1
p1 ::: sup

kx�mk=1
(
nX
k=1

jx�m (x)j
pm)

1
pm sup

ky��k=1
(
nX
k=1

jy�� (y�k)j
p�)

1
p�

= k(x1k)kln;wp1
(X1)

::: k(xmk )kln;wp1
(Xm)
k(y�k)kln;w

p� (Y �) :

Comme u est arbitraire, " (u) � w(p;p1;:::;pm) (u) : Les deux autres inégalités sont immé-

diates. �

On note X1b
w:::b
wXmb
wY � le complété de X1
 :::
Xm
Y � pour la norme w(p;p1;:::;pm).
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Proposition 4.8. Nous avons l�identi�cation isométrique suivante

N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) =
�
X1b
w:::b
wXmb
wY ��� :

Preuve. Soit T 2 N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) : Soit u 2 X1 
 :::
Xm 
 Y � tel que

u =
nX
k=1

x1k 
 :::
 xmk 
 y�k;

alors

jT (u)j =
�����T (

nX
k=1

x1k 
 :::
 xmk 
 y�k)
�����

=

�����
nX
k=1



T
�
x1k; :::; x

m
k

�
; y�k
������

� N(p;p1;:::;pm) (T )


�x1k�

ln;wp1

(X1)
::: k(xmk )kln;wp1

(Xm)
k(y�k)kln;w

p� (Y �) :

i.e.,

jT (u)j � N(p;p1;:::;pm) (T )w(p;p1;:::;pm) (u) :

puisque u est arbitraire, T 2
�
X1b
w:::b
wXmb
wY ���et kTkw(p;p1;:::;pm)

� N(p;p1;:::;pm) (T ) :

Inversement, soit T 2
�
X1b
w:::b
wXmb
wY ��� : Soit �xji�ni=1 � Xj et (y�i )

n
i=1 � Y �: On a�����

nX
i=1



T
�
x1i ; :::; x

m
i

�
; y�i
������ =

�����T (
nX
k=1

x1i 
 :::
 xmi 
 y�i )
�����

� kTkw(p;p1;:::;pm)
w(p;p1;:::;pm)(

nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi 
 y�i )

� kTkw(p;p1;:::;pm)



�x1i �

lwp1 (X1) ::: k(xmi )klwpm (Xm) k(y�i )klwp� (Y �) :
Alors, T 2 N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) et N(p;p1;:::;pm) (T ) � kTkw(p;p1;:::;pm)

: �
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4.3 Domination et factorisation (cas 1
p1
+ ::: + 1

pm
= 1

p)

Factoriser un opérateur multilinéaire c�est à dire trouver des espaces de Banach

G1; :::; Gm, des opérateurs linéaires vj : Xj ! Gj et un opérateur multilinéaire A :

G1 � :::�Gm ! Y tels que

T = A (v1; :::; vm) :

On sait que la classe des opérateurs m-linéaires p-dominés admet une telle factorisation,

ce qui lui fait une classe intéressante. La démonstration, comme dans le cas linéaire, basée

sur le théorème de domination de Pietsch. Un deuxième type de factorisation consiste

à trouver un espace de Banach G; un opérateur linéaire u : G ! Y et un opérateur

multilinéaire A : X1 � :::�Xm ! G tels que

T = u � A:

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants possède ce type de

factorisation. La classe des opérateurs que nous sommes en train d�étudier rassemble les

deux types de factorisations ; on va montrer qu�un élément T 2 N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm; Y )

se décompose en

T = u � A (v1; :::; vm) ;

où u est Cohen fortement p-sommant, A est un opérateurs multilinéaire, les vj sont pj-

sommants. Pour cela on va montrer le théorème de domination de Pietsch pour cette

classe d�opérateurs. On aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 4.9. Soit 1 � p � 1. Pour tous (xi)ni=1 � X; il existe x�0 2 BX� tel que

sup
kx�k=1

(
nX
i=1

jx� (xi)jp)
1
p = (

nX
i=1

jx�0 (xi)j
p)

1
p :
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Preuve. Soit (xi)
n
i=1 � X. Considérons la fonction x� 7�! k(x� (xi))

n
i=1klp de X

� dans R.

On muni la boule BX� de la topologie �-faible qui lui fait compacte. Comme la dernière

fonction est continue sur BX�, elle atteint donc son maximum, i.e., il existe x�0 2 BX�.tel

que

sup
BX�
k(x� (xi))ni=1klp = k(x

�
0 (xi))

n
i=1klp

d�où le résultat.

Remarque 4.10. Soit 1 � p � 1. Pour tous (y�i )
n
i=1 � Y �, on a

sup
kyk=1

(
nX
i=1

jy�i (y)j
p)

1
p = sup

ky��k=1
(
nX
i=1

jy�� (yi)jp)
1
p :

Donc, il existe y��0 2 BY �� tel que

sup
kyk=1

(
nX
i=1

jy�i (y)j
p)

1
p = (

nX
i=1

jy��0 (y�i )j
p)

1
p :

Pour la preuve du lemme suivant, le lecteur pourra consulter [DJT95, p.190].

Lemme 4.11 (Ky Fan). Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C une partie

convexe compacte de E. Soit M un ensemble de fonctions dé�nies sur C à valeurs dans

(�1;1] véri�ant les propriétés suivantes :

(a) Toute f 2M est convexe et semicontinue inférieurement.

(b) Si g 2 conv(M), il existe f 2M telle que g(x) � f(x), 8x 2 C.

(c) Il existe r 2 R telle que toute f 2M prend une valeur � r.

Alors, il existe x0 2 C telle que f(x0) � r pour toute f 2M .

Théorème 4.12. Soient 1 < p <1; p1; :::; pm 2 ]0;1[ tels que 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
: Soient

Xj, Y des espaces de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) L�opérateur T 2 N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) :

(2) Il existe une constante positive C; des probabilités de Radon �j sur BX�
j
et � sur
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BY �� telles que pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm et y� 2 Y �; on a

��
T �x1; :::; xm� ; y���� � C mY
j=1

(
R
BX�

j

��x�(xj)��pj d�j) 1pj (R BY �� jy�(y��)jp� d�) 1p� : (4.4)

Dans ce cas

Nm
(p;p1;:::;pm)

(T ) = inf fC > 0, C véri�ant (4.4)g :

Preuve. On commence par montrer la réciproque. Soient x1i ; :::; x
m
i 2 Xi et y�1; :::; y

�
n 2

Y �;

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij

� C
nP
i=1

(
mQ
j=1

(
R
BX�

j

��x�j(xji )��pj d�j) 1pj ( R
BY ��

jy�i (y��)j
p� d�(y��))

1
p� )

(par Hölder) � C
mQ
j=1

(
nP
i=1

R
BX�

j

��x�j(xji )��pj d�j) 1pj ( nP
i=1

R
BY ��

jy�i (y��)j
p� d�)

1
p�

� C
mQ
j=1

sup
kx�jk=1

(
nP
i=1

��x�j(xji )��pj) 1pj sup
y2BY



(y�i (y))1�i�n

ln
p�
.

Donc T 2 N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) et Nm
(p;p1;:::;pm)

(T ) � C.

Pour la première implication, soient Kj = BX�
j
(1 � j � m) et L = BY ��. On considère

les ensembles CK1 ; :::; CKm ; CL des mesures de probabilités sur K1; :::; Km; L respective-

ment. Ils sont convexes et compacts lorsque on munit C(K1)
�; :::; C(Km)

�; C(L)� de leurs

topologies �-faibles. Posons

E = C(K1)
� � :::� C(Km)

� � C(L)�;

et C = CK1� :::�CKm�CL: SoitM l�ensemble des fonctions dé�nies sur C à valeurs dans

R de la forme

f((xji);(y�i ))
(�1; :::; �m; �)

=
kP
i=1

(jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij �
mX
j=1

�
C
pj

R
Kj

��x�(xji )��pj d�j�� C
p�

R
L
jhy�i ; y��ij

p� d�);
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où
�
xji
�
1�i�n � Xj; 1 � j � m et (y�i )1�i�n � Y �. Nous allons véri�er les hypothèses du

lemme de Ky Fan.

(a) Il est facile de voir que les éléments de M sont des fonctions a¢ nes (convexes) et

continues sur C.

(b) Il su¢ t de voir que M est convexe. Soient f; g dans M telles que

f((x0ji );(y0�i ))
(�1; :::; �m; �)

=

kX
i=1

(
��
T �x01i ; :::; x0mi � ; y�i ���� mX

j=1

�
C
pj

R
Kj

��x�(x0ji )��pj d�j�� C
p�

Z
L

jhy0�i ; y��ij
p�
d�);

et

g((x00ji );(y00�i ))
(�1; :::; �m; �)

=
lX
i=1

(
��
T �x001i ; :::; x00mi � ; y�i ���� mX

j=1

�
C
pj

R
Kj

��x�(x00ji )��pj d�j�� C
p�

Z
L

jhy00�i ; y��ij
p�
d�):

Il s�ensuit que

�f + (1� �) g

=
nX
i=1

(
��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���� mX

j=1

�
C
pj

R
Kj

��x�(xji )��pj d�j�� C
p�

Z
L

jhy�i ; y��ij
p� d�);

avec n = k + l,

xji =

8<: �
1
pj x0ji si 1 � i � k;

(1� �)
1
pj x00ji si k + 1 � i � n

et

y�i =

8<: �
1
p� y0�i si 1 � i � k;

(1� �)
1
p� y00�i si k + 1 � i � n:
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(c)Montrons que r = 0 véri�e la condition (c). Soient z�j 2 BX�
j
(1 � j � m) et y0 2 BY ��

tels que

sup
kx�k=1

(
nX
i=1

��
x�; xji���pj) 1pj = ( nX
i=1

��
z�j ; xji���pj) 1pj ;
et

sup
kyk=1

(
nX
i=1

jhy�i ; yij
p)

1
p� = (

nX
i=1

jhy�i ; y0ij
p�)

1
p� :

Soient �x0j , �y0 les mesures de Dirac portées par x
0
j , y0 respectivement. On utilise le Lemme

(4.6) puis l�inégalité (4.3), on obtient

f
�
�z�1 ; :::; �z�m ; �y0

�
=

nX
i=1

(
��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���� mX

j=1

( C
pj

R
Kj

��x�(xji )��pj d�z�j )� C
p�

Z
L

jhy�i ; y��ij
p� d�y0)

=
nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���� mX
j=1

C
pj

nX
i=1

��x�(xji )��pj � Cp�
nX
i=1

jhy�i ; y0ij
p�

�
nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���� C mY
j=1

 
nX
i=1

��z�j (xji )��pj
! 1

pj

 
nX
i=1

jhy�i ; y0ij
p�

! 1
p�

� 0:

D�après le lemme de Ky Fan, il existe (�1; :::; �m; �) 2 C telles que f(�1; :::; �m; �) � 0

pour toute f 2M . Si on prend x = (x1; :::; xm) 2 X1; :::; Xm et y� 2 Y � on a

f(�1; :::; �m; �) = f(x;y�)(�1; :::; �m; �)

=
��
T �x1; :::; xm� ; y����� mX

j=1

C
pj

R
Kj

��x�(xj)��pj d�j � C
p�

Z
L

jhy�; y��ijp
�
d�

� 0:

D�où

��
T �x1; :::; xm� ; y���� � mX
j=1

C
pj

R
Kj

��x�(xj)��pj d�j + C
p�

Z
L

jhy�; y��ijp
�
d�:
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Posons pour 1 � j � m : �j =
�R

Kj
jx�(xj)jpj d�j

� 1
pj ; �m+1 =

�R
L
jhy�; y��ijp

�
d�
� 1
p�
:

En remplaçant le vecteur (x1; :::; xm; y�) par
�
x1

�1
; :::; x

m

�m
; y�

�m+1

�
on trouve

���DT �x1�1 ; :::; xm�m� ; y�

�m+1

E��� = 1
�1:::�m�m+1

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij

�
mX
j=1

C
pj

R
Kj

���x�(xj�j )���pj d�j + C
p�

R
L

���D y�

�m+1
; y��

E���p� d� = C;
Cela implique

��
T �x1; :::; xm� ; y���� � C mY
j=1

(
R
BX�

j

��x�(xj)��pj d�j) 1pj (R BY �� jy�(y��)jp� d�) 1p� ;
ce qui termine la démonstration. �

Comme conséquence de théorème ci-dessus cette factorisation par un opérateur linéaire

Cohen fortement p-sommant et des m opérateurs linéaires pj-sommants.

Corollaire 4.13. Soient 1 < p <1; p1; :::; pm 2 ]0;1[ tels que 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
: On a

N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm; Y ) = Dp � L (�p1 ; :::;�pm) (X1; :::; Xm; Y ) ;

pour tous espaces de Banach Xj (1 � j � m) ; Y

Si p = 1;

N(1;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm; Y ) = L (�p1 ; :::;�pm) (X1; :::; Xm; Y ) :

Preuve. Soit T 2 Dp � L (�p1 ; :::;�pm) (X1; :::; Xm; Y ) ; il existe un espace de Banach

Z; u 2 Dp(Z; Y ); des opérateurs vj 2 �pj (Xj; Gj) et un opérateur multilinéaire A 2

L (G1; :::; Gm; Z) tels que

T = u � A (v1; :::; vm) :
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Nous avons pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm et y� 2 Y �

��
T �x1; :::; xm� ; y���� = jhu � A (v1 (x1) ; :::; vm (xm)) ; y�ij

� C kAk
mY
j=1

kvj (xj)k ky�kLp�(�)

� C kAk
mY
j=1

kxjkL
pj(�j)

ky�kLp�(�) :

Réciproquement, soit T 2 N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm; Y ) : D�après le Théorème 4.12, on a le

diagramme qui est commutatif

X1 �:::� Xm
T�! Y

# iX1 # iXm eT "
iX1 (X1) �:::� iXm (Xm) �!

(k1;:::;km)
S1 �:::� Sm

# # # #

C(K1) �:::� C(Km) �!
(k1;:::;km)

Lp1 (�1) �:::� Lpm (�m)

où T = ~T (h1; :::; hm) avec hj = kj � iXj sont des opérateurs pj-sommnats. L�opérateur ~T

est bien dé�ni et borné. De plus, d�après (2:5) ; ~T est Cohen fortement p-sommant. La

factorisation (2.6) assure qu�il existe un opérateurs linéaire Cohen fortement p-sommant

u et un opérateur multilinéaire A tels que

T = u � A (h1; :::; hm) :

Pour p = 1; d�après le théorème de domination pour les opérateurs (1; p1; :::; pm)-sommants

[Mat03], on a

L(1;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm; Y ) = L (�p1 ; :::;�pm) (X1; :::; Xm; Y ) ;

avec la Remarque (4.3) on trouve le résultat souhaité. �
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4.4 Comparaison avec d�autres classes d�opérateurs

multilinéaires

On commence par rappeler la dé�nition des opérateurs multilinéaires integraux in-

troduits dans [CD�AG02].

Dé�nition 4.14. Un opérateur m-linéaire T : X1 � ::: � Xm �! Y est intégral s�il

existe une constante positive C telle que pour tout xj1; :::; x
j
n 2 Xj; (j = 1; :::;m), et tout

y�1; :::; y
�
n 2 Y �, on a�����
nX
i=1



T
�
x1i ; :::; x

m
i

�
; y�i
������ � C sup

kx�jk=1;1�j�m







nX
i=1

x�1
�
x1i
�
:::x�m (x

m
i ) y

�
i







Y �

: (4.5)

La classe des opérateursm-linéaires integraux deX1�:::�Xm dans Y , notée Int(X1; :::; Xm;Y );

est un espace de Banach pour la norme

int(T ) = inffC véri�ant l�inégalité (4.5)g:

Si on munit le produit tensoriel X1 
 ::: 
 Xm de la norme tensorielle injective, alors

T 2 Int(X1; :::; Xm;Y ) si et seulement si ~T 2 Int(X1b
":::b
"Xm;Y ) et on a int(T ) =

int( ~T ):

Proposition 4.15 (cf: [CD�AG02]) :On a l�identifation isométrique

Int(X1; :::; Xm;Y ) =
�
X1b
":::b
"Xmb
"Y ��� :

Corollaire 4.16. Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. On a les inclusions sui-

vantes

Int(X1; :::; Xm;Y ) � N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) � Dmp (X1; :::; Xm;Y ) :
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Preuve. D�après la Proposition (4.7), on a

" � w(p;p1;:::;pm) � gp;

ce qui signi�e

�
X1b
":::b
"Xmb
"Y ��� � �X1b
w:::b
wXmb
wY ��� � �X1b
gp :::b
gpXmb
gpY ��� ;

d�où le résultat, d�après ce qui précède. �

Corollaire 4.17. Soient 1 � p <1; p1; :::; pm 2 ]0;1[ tels que 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
: Soient

Xj (1 � j � m), Y des espaces de Banach. Alors

(1) N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) � �m(r;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) où r = maxmj=1 pj:

(2) N(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) � Lrd (X1; :::; Xm;Y ) où r = maxmj=1 pj:

Preuve. (1) La formule (4.4) entraine



T �x1i1 ; :::; xmim�

 = sup
ky�k=1

��
T �x1i1 ; :::; xmim� ; y���� � C mY
j=1

(
R
BX�

j

���x�(xjij)���pj d�j) 1pj ;
alors

n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



T �x1i1 ; :::; xmim�

r
� Cr

n1;:::;nmX
i1;:::;im=1

 
mY
j=1

(
R
BX�

j

���x�(xjij)���pj d�j) rpj
!

= Cr
n1X
i1=1

(
R
BX�1

��x�(x1i1)��p1 d�1) rpj � :::� nmX
im=1

(
R
BX�m

��x�(xmim)��pm d�m) rpm
� Cr(

n1X
i1=1

R
BX�1

��x�(x1i1)��p1 d�1) rpj � :::� ( nmX
im=1

R
BX�m

��x�(xmim)��pm d�m) rpm
� Cr

mY
j=1

�

�xji�

ln;wpj
(Xj)

�r
:
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ce qui achève la démonstration.

(2) Par la formule (4.4), nous avons

kT (x1; :::; xm)k � C

mY
j=1

(
R
BX�

j

jx�(xj)jpj d�j)
1
pj

� C

mY
j=1

(
R
BX�

j

jx�(xj)jr d�j)
1
r : �

Corollaire 4.18. Si p � m; nous avons

D p
m
� Lpd (X1; :::; Xm;Y ) = N( pm ;p;:::;p) (X1; :::; Xm;Y ) :

pour tous espaces de Banach X1; :::; Xm; Y .

Preuve. Par le Corollaire 4.13, on a

N( pm ;p;:::;p) (X1; :::; Xm;Y ) = D p
m
� L (�p; :::;�p) (X1; :::; Xm;Y )

= D p
m
� L (�p) (X1; :::; Xm;Y )

La Remarque 1.22 conclut la preuve. �

Remarque 4.19. Si l�espace Y est de dimension �nie, on a pour tout p � m la coïnci-

dence

Lpd (X1; :::; Xm;Y ) = N( pm ;p;:::;p) (X1; :::; Xm;Y ) :

Il bien connu que tout opérateur p-sommant dé�ni sur un espace re�exif est compact

[DJT95]. Par conséquent, tout opérateur linéaire Cohen fortement p-sommant est com-

pact dès que son espace arrivé est re�exif. On peut conclure, d�après la décomposition

(4.2), que tout opérateur linéaire Cohen p-nucléaire u : X ! Y est compact lorsque X ou

bien Y est un espace re�exif. Dans le cas multilinéaire, si Y est re�exif, la factorisation

(2.6) nous permet de conclure, avec la Remarque 1.11, que chaque opérateur multilinéaire
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Cohen (p; p1; :::; pm)-nucléaire T de X1 � :::�Xm dans Y est compact. Réciproquement,

on verra dans le théorème suivant que si les X1; :::; Xm sont des espaces de Hilbert, alors

T est compact.

Théorème 4.20. Soient p; p1; :::; pm 2 ]1;1[ tels que 1
p1
+ :::+ 1

pm
= 1

p
:Soient H1; :::; Hm

des espaces de Hilbert et Y un espace de Banach. Tout opérateur multilinéaire Cohen

(p; p1; :::; pm)-nucléaire de H1 � :::�Hm dans Y est compact.

Preuve. Soient p; p1; :::; pm 2 ]1;1[ tels que 1
p1
+:::+ 1

pm
= 1

p
: Soit T 2 N(p;p1;:::;pm) (H1; :::; Hm;Y )

par le Corollaire 4.13, il existe un espace de Banach Z; u 2 Dp(Z;Y ); des opérateurs li-

néaires pj-sommants vj 2 �pj (Hj;Gj) et un opérateur multilinéaire A 2 L (G1; :::; Gm;Z)

tels que

T = u � A (v1; :::; vm) :

Par le Théorème de Bu vj 2 Dpj (Hj;Gj) :

Maintenant, remarquons que l�opérateur linéaisé de T est

eT = u � eA � v1 
� :::
� vm:
Grâce au Lemme (2.19), l�opérateur v1 
� ::: 
� vm est Cohen fortement p-sommant.

Comme eT est composition de deux opérateurs linéaires Cohen fortements p-sommants,eT est compact et par conséquent T est aussi compact. �
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Chapitre 5

Relations entre les opérateurs

m-linéaires et les opérateurs

multi-sous linéaires

Dans la première partie de ce chapitre, nous rappelons quelques généralités sur les

espaces de Banach réticulés. On introduit les opérateurs multi-sous linéaires dans la

deuxième partie. Ensuite on étendra le théorème de Hahn-Banach aux applications mul-

tilinéaires dans des cas particuliers. Dans la quatrième partie, on introduit la notion

d�opérateurs multi-sous linéaires Cohen fortements sommants. On discutera leurs rela-

tions avec les opérateurs multilinéaires.

5.1 Introduction

Soient X un espace de Banach et Y un espace de Banach réticulé. Soit T : X �! Y

un opérateur sous linéaire ( i.e. positivement homogène et sous additif). On note rT le

sous-di¤érentiel de T :

rT = fu : X �! Y linéaires tels que u(x) � T (x) pour tout x dans Xg :
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On sait (cf: [AM04]) que rT est non vide si Y est complètement réticulé et

T (x) = sup fu(x) : u 2 rTg ; (5.1)

de plus, le sup est atteint. Si Y est simplement un réticulé, rT est en général vide

(cf: [Lin91]). Pour montrer l�égalité (5.1), nous avons utilisé le théorème de Hahn-Banach,

lequel :

Théorème de Hahn Banach : Soient X0 un sous espace fermé de X et Y un

espace complètement réticulé. Soit u : X0 �! Y un opérateur linéaire tel que u � T .

Alors u s�étend en un opérateur linéaire eu : X �! Y tel que eu � T et eu = u sur X0:

Le but de ce chapitre est d�étudier une version multilinéaire de (5.1). Dans un premier

temps, on introduira les opérateurs multi-sous linéaires comme généralisation naturelle

des opérateurs sous linéaires. Le théorème de Hahn Banach dans le cas multilinéaire

malheureusement est faux en général. En e¤et, Hayden a proposé [Hay67] la conjecture

suivante : soient X; Y deux espaces de Banach et X0; Y0 deux sous espaces fermés de

X; Y respectivement. Considérons u 2 L(X0; Y0;R) une forme bilinéaire sur X0�Y0 telle

que kuk � C. Existe-il eu 2 L(X;Y ;R) tel que eu=X0 � Y0 = u et keuk � C? Il a donné
une réponse a¢ rmative dans le cas des espaces de Hilbert et a prouvé dans [Hay67a]

que cela ne caractérise pas les espaces de Hilbert. Defant [DF93] a donné un contre

exemple montrant que la conjecture est fausse en général. En e¤et, si l�opérateur bilinéaire

u 2 L(X0; Y ;R) admettait une extension eu 2 L(X; Y ;R); chaque v 2 B(X0;Y
�) devrait

avoir une extension ev 2 B(X;Y �) :
X0 ,! X

& v # ~v

Y �

Posons X0 = Y
� et v = idX0, il existerait une extension ~v qui devrait être une projection

de X sur X0, c�est à dire X0 serait un sous espace complimenté de X. Cela est faux en
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général :

(1) Tout espace de Banach X de dimension in�nie, qui n�est pas isomorphe à un espace

de Hilbert, admet un sous espace non complémenté dans X [LT71] :

(2) Soient les fonctions de Rademacher dé�nies sur l�intervalle [0; 1] par rn (t) := (�1)k

si t 2
�
k
2n
; k+1
2n

�
;

l�injection

l2 ! L1 [0; 1]

(�n) 7!
X

�nrn

est bornée d�après l�inégalité de Khintchine

B k(�n)kl2 �



X �nrn





L1
� A k(�n)kl2 :

Mais l2 n�est pas complémenté dans L1: En e¤et, une projection P : L1 ! l2 ,! L1 est

nécessairement p-sommante par le théorème de Grothendieck ; comme P 2 = P c�est un

opérateur compact (par composition de deux opérateurs p-sommants) ; cela est impossible

car l2 n�est pas de dimension �nie.

5.2 Les opérateurs multi-sous linéaires

On introduit dans cette section la classe des opérateurs multi-sous linéaires. Com-

mençons par donner quelques dé�nitions, propriétés et notations concernant les espaces

de Riesz. Pour plus de détails voir [Zaa97] :

Dé�nition 5.1. Un espace vectoriel réel X; partiellement ordonné par un ordre partiel
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noté �; est un espace vectoriel ordonné (ou espace de Riesz) si

x � y implique x+ z � y + z pour tout z 2 X;

x � 0 implique �x � 0 pour tout � dans R+:

Notation. Soit X un espace de Riesz.

1. On note X+ = fx 2 X : x � 0g. Un élément x de X est positif si x 2 X+. L�ensemble

X+ est appelé cône positif de X. Il véri�e les propriétés suivantes :

a) x 2 X+; y 2 X+ implique x+ y 2 X+:

b) x 2 X+ implique �x 2 X+ pour tout réel � � 0:

c) x 2 X+,�x 2 X+ implique x = 0:

2. La borne supérieure d�un ensemble à deux éléments est notée x_ y ou supfx; yg et la

la borne inférieure d�un ensemble à deux éléments est notée x^ y ou inffx; yg : Pour tout

x 2 X on peut écrire x+ = x _ 0; x� = �x _ 0, donc jxj = x+ _ (�x) et x = x+ � x�:

On a aussi

a) 0 � x+ � jxj et 0 � x� � jxj d�où �x� � x� � x+:

b) x � y si et seulement si x+ � y+ et x� � y�:

c) jxj ^ jyj = 0, jx+ yj = jx� yj :

d) jxj _ jyj = 1
2
fjx+ yj+ jx� yjg et jxj ^ jyj = 1

2
fjx+ yj � jx� yjg :

Espaces réticulés et complètement réticulés.

(1) Un espace vectoriel partiellement ordonné X dans lequel toute paire d�éléments a une

borne supérieure est appelé espace vectoriel réticulé ou de Riesz.

(2) Un espace vectoriel est complètement réticulé si toute partie non vide et majorée pour

l�ordre admet un supremum.

Rappelons qu�une norme k:k sur un espace de Riesz X est une norme réticulée si

8x; y 2 X, jxj � jyj ) kxk � kyk (en particulier x 2 X et jxj ont la même norme):

Un espace de Riesz muni d�une norme réticulée est appelé espace de Riesz normé. Si la

norme est complète, on dira que X est un espace de Banach réticulé (Il est complètement
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réticulé s�il est complètement réticulé en tant qu�espace vectoriel). Les deux inégalités

suivantes sont véri�ées kx+ � y�k � kx� yk et kjxj � jyjk � kx� yk :

Exemple 5.2. (1) L�espace C (K) est un espace de Banach réticulé.

(2) L�espace Lp(�) (1 � p � 1) est un espace de Banach complètement réticulé.

Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach réticulés ; alors le produit X1 � :::�Xm est

aussi un espace réticulé, pour la relation d�ordre

x � y () x1 � y1; :::; xm � ym pour tous x,y 2 X1 � :::�Xm

et

sup fx; yg =
�
sup

�
x1; y1

	
; :::; sup fxm; ymg

�
On note

(X1 � :::�Xm)
+ = X+

1 � :::�X+
m:

Remarque importante. Dans tout ce qui suit, les espaces de Banach réticulés sont

celles des classes d�équivalence des fonctions mesurables sur l�espace mesuré (
; �); avec

la relation d�ordre naturelle (on va utiliser la mutiplication dans X).

Nous dé�nissons maintenant les opérateurs multi-sous linéaires, notion apparue premiè-

rement dans [Don90] pour les opérateurs bi-sous linéaires.

Une application T d�un espace de Banach X dans un espace de Banach réticulé Y est

dite sous linéaire si, pour tout x; y dans X et � dans R+, nous avons
(i) T (�x) = �T (x),

(ii) T (x+ y) � T (x) + T (y).

Remarquons que T (0) = 0 et �T (x) � T (�x). Si X; Y sont deux espaces de Banach

réticulés, on dit que u 2 B (X;Y ) est positif si u(x) � 0 lorsque x � 0. On note B+(X;Y )

l�ensemble des u 2 B(X;Y ) qui sont positifs.
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Dé�nition 5.3. Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach et Y un Banach réticulé. Une

application T de X1� :::�Xm dans Y , qui est sous linéaire par rapport à chaque variable,

est dite multi-sous linéaire (ou m-sous linéaire).

La multi-sous linéairité est stable pour l�addition et la multiplication par un scalaire

positif. On note

SL(X1; :::; Xm;Y )

l�ensemble des applications m-sous linéaires T : X1� :::�Xm �! Y . Si X1 = ::: = Xm =

X; on note simplement SL(mX; Y ). On munit SL(X1; :::; Xm;Y ) de la relation d�ordre

suivante

T1 � T2 () T1(x) � T2(x); 8x 2 X1 � :::�Xm

et

rT = fu 2 L(X1; :::; Xm;Y ) : u � Tg

(i.e., 8x 2 X1 � :::�Xm; u(x) � T (x)). Alors, nous avons

u 2 rT () �T (x1 ; :::;�xj; :::; xm) � u(x) � T (x)

pour tout x = (x1 ; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm et j 2 f1; :::;mg.

Remarque 5.4. Pour certains T; l�ensemble rT n�est pas vide. Mais, on ne sait pas

c�est toujours vrai.

On dit qu�un opérateur m-sous linéaire T est :

(a) symétrique suivant j si, pour tout x 2 X1 � :::�Xm, T (x) = T (x1; :::;�xj; :::; xm).

(b) positif si, pour tout x 2 X1 � :::�Xm, T (x) � 0.

(c) croissant (Xj Banach réticulé pour tout j), si pour tout x � y dans X1 � ::: � Xm,

T (x) � T (y).
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La symétrie (pour un j) implique la positivité, l�inverse est faux. Il n�existe pas de relation

entre la positivité et la croissance. Si T est symétrique suivant un j, on a

u 2 rT () ju(x)j � T (x); 8x 2 X

et

T (x1 ; :::; �xj; :::; xm) = j�jT (x); pour tout �

Soit T un opérateur m-sous linéaire de X1� :::�Xm dans un Banach réticulé Y . L�opé-

rateur T est continu si, et seulement s�il existe une constante positive C telle que, pour

tout x 2 X1 � ::: � Xm; kT (x)k � C kx1k ::: kxmk. Dans ce cas on dit aussi que T est

borné et on pose

kTk = supfkT (x)k : kx1kBX1 = 1; :::; kx
mkBXm = 1g:

On note SL(X1; :::; Xm;Y ) le cône des opérateurs multi-sous linéaire continus (bornés)

de X1 � :::�Xm dans Y .

Exemple 5.5. 1- Soit u 2 SB(G;Y ) un opérateur sous linéaire. Pour tout T 2 L(X1; :::; Xm;G),

u � T est multi-sous linéaire.

2- L�opérateur T (x1 ; :::; xm) = kx1k ::: kxmk est m-sous linéaire.

3- Soient p; p1; :::; pm 2 ]0;1] tels que 1
p
� 1

p1
+ :::+ 1

pm
: Considérons

T : lp1 � :::� lpm �! lp

((x1n)n ; :::; (x
m
n )n) 7�! (jx1n:::xmn j)n

L�opérateur T est m-sous linéaire et kTk � 1. En e¤et, par l�inégalité de Hölder généra-

lisée, nous obtenons

(
1X
n=1

��x1n:::xmn ��p) 1p �
 1X
n=1

��x1n��p1
! 1

p1

:::

 1X
n=1

jxmn j
pm

! 1
pm

:
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4- Un opérateur T de X1 � ::: � Xm dans un espace de Banach réticulé Y est dit m-

quasilinéaire si pour tout x = (x1; :::; xm) 2 X1 � ::: � Xm, yj 2 Xj (1 � j � m) et

� 2 R

(i) jT (x1; :::; �xj; :::; xm)j = j�j jT (x)j pour tout 1 � j � m,

(ii) jT (x1; :::; xj + yj; :::; xm)j � jT (x)j+ jT (x1; :::; yj; :::; xm)j .

En général, la somme de deux opérateurs m-quasilinéaire ne l�est pas, mais �T est m-

quasilinéaire si T l�est. Si on pose ' (x) = jT (x)j alors ' est un opérateur m-sous linéaire

symétrique. Si T est m-sous linéaire symétrique pour un j, alors T est m-quasilinéaire.

Remarque 5.6. Soit m 2 N�. Soient X1; :::; Xm; E1; :::; Em; Y; Z des espaces de Banach

tels que Y; Z sont réticulés.

(a) Si T est dans SL(X1; :::; Xm;Y ) et u 2 B+ (Y ;Z), alors, u � T 2 SL(X1; :::; Xm; Z):

(b) Si uj est dans B (Ej;Xj) (1 � j � m) et T dans SL(X1; :::; Xm;Y ), alors, T �

(u1; :::; un) 2 SL(E1; :::; Em;Y ):

(c) 8T 2 SL(X1; :::; Xm;Y ) et 8� 2 R, nous avons pour tout j

�T (x) � T (x1; :::; �xj; :::; xm):

En conséquence, T � u (u 2 L(X1; :::; Xm;Y )) ) T = u. En e¤et, pour tout x 2

X1 � :::�Xm;

T � u

=) T (x) � u (x)

=) T (x1; :::;�xj; :::; xm) � u(x1; :::;�xj; :::; xm)

=) �T (x) � T (x1; :::;�xj; ::::; xm) � �u (x)

=) T (x) � u (x) :
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5.3 Extension du théorème de Hahn-Banach pour les

opérateurs multi-sous linéaires.

L�importance du théorème classique de Hahn-Banach dans le cas linéaire a motivé de

nombreuses tentatives d�établir des versions non linéaires correspondantes. Cette question

a été traité dans [Car99, CGJ, CGMM94]. La réponse est en général négative. L�article

[Aro80] montre qu�il n�y a pas de théorème de Hahn-Banach pour les polynômes homo-

gène de degré m > 1 sur un espace de Banach. Mais il y a des réponses positives à ces

questions dans certains cas particuliers. L�objectif de cette section est d�étudier une ver-

sion particulière du théorème de Hahn-Banach pour les opérateurs multilinéaires. Nous

établissons, sous certaines hypothèses, une relation entre les opérateurs multilinéaires et

multi-sous linéaires.

Formulation du problème. Soient Xj (1 � j � m) des espaces de Banach et Y un

espace de Banach complètement réticulé. Soit Ej un sous espace de Xj. Soit u0 un

opérateur m-linéaire borné de E1 � :::� Em dans Y et T un opérateur sous linéaire sur

X1 � :::�Xm. Si on pose le problème comme dans le cas linéaire, c�est à dire

u0 (x) � T (x) sur E1 � :::� Em

on aura une réponse négative. En e¤et, soit u : X1 � ::: � Xm �! Y le prolongement

borné de u0 tel que u (x) � T (x) pour x 2 X1 � :::�Xm. S�il existe x0 2 X1 � :::�Xm

tel que u (x0) > 0, alors u (x0) = 0: En e¤et, pour a 2 R+, u(x0) = u(x10; :::; x
m
0 ) =

a�mu(ax10; :::; ax
m
0 ) � a�mT (ax0) � a1�mT (x0), d�où

ku(x0)k � a1�m kT (x0)k ;

qui converge vers 0 quand a �!1 (m 6= 1), i.e., u(x0) = 0: Finalement, u (x) � 0 pour

tout x dans X1 � :::�Xm; ce qui entraine u = 0:
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On formule donc le problème de la façon suivante : Soit u un multilinéaire dé�ni

sur le sous espace E1 � ::: � Em � X1 � ::: � Xm (Ej � Xj), tel que u � T où T 2

SL(X1; :::; Xm;Y ): Existe-t-il un opérateur multilinéaire ~u, dé�ni sur X1 � ::: � Xm,

prolongeant u et véri�ant

~u � T sur X1 � :::�Xm?:

Le théorème suivant généralise le théorème de Hahn-Banach pour certains opérateurs

multi-sous linéaires.

Théorème 5.7. Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach et Y un espace de Banach

complètement réticulé. Considérons T dans SL(X1; :::; Xm;Y ); de la forme

T
�
x1; :::; xm

�
= T1

�
x1
�
:::Tm (x

m)

où les Tj : Xj ! Y sont des opérateurs linéaires bornés symétriques. Alors, pour

tout x0 2 X1 � ::: � Xm il existe ux0 2 rT tel que T (x0) = ux0(x0) (i.e., T (x) =

sup fu(x) : u 2 rTg) est atteint.

Preuve. Considérons l�opérateur linéaire vj : Rxj0 ! Y dé�ni par vj
�
�xj0
�
= �jTj

�
xj0
�
.

Pour Tj : Xj ! Y , on a vj � Tj sur Rxj0. Par le théorème de Hahn-Banach (cf: [Zaa97])

appliqué aux opérateurs sous linéaires, il existe une extension linéaire de vj noté uj telle

que uj � Tj sur Xj: Comme Tj est positif (Tj est symétrique) pour tout j; nous avons

juj (xj)j � Tj (xj), xj 2 Xj. Ainsi,

��u1 �x1� :::um (xm)�� � T1 �x1� :::Tm (xm) 8x 2 X1 � :::�Xm;

ou encore, en posant u (x) = u1 (x1) :::um (xm) ;

ju (x)j � T (x) 8x 2 X1 � :::�Xm:
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Cela achève la démonstration car u multilinéaire prolonge v1:::vm et

u(x0) = u(x
1
0; :::; x

m
0 ) = vx0(x

1
0; :::; x

m
0 ) = T1

�
x10
�
:::Tm (x

m
0 ) = T (x0): �

Corollaire 5.8. Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach et Y un espace de Banach

complètement réticulé. Soit T 2 SL(X1; :::; Xm;Y ) tel que

T
�
x1; :::; xm

�
= T1

�
x1
�
:::Tm (x

m)

où Tj : Xj ! Y est un opérateur borné symétrique. Alors

(i) kT (x)k = sup
u2rT

ku(x)k ;

(ii) kTk = sup
u2rT

kuk :

Preuve. (i) Soit x = (x1; :::; xm) 2 X1 � ::: �Xm. Par le Théorème précédent, il existe

ux 2 rT tel que

kT (x)k = kux(x)k � sup
u2rT

ku(x)k :

D�autre part, pour u 2 rT;

�u(x) = u(�x1; :::; xm)

� T (�x1; :::; xm)

� T1 (�x1) :::Tm (xm) (T1 est symétrique)

� T1 (x
1) :::Tm (x

m)

� T (x):

Ceci implique ju(x)j � T (x) et ku(x)k � kT (x)k. Donc

sup
u2rT

ku(x)k � kT (x)k :

(ii) se déduit immédiatement de (i). �

Corollaire 5.9. Dans les mêmes conditions que le corollaire précédent, les propriétés
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suivantes sont équivalentes

(i) L�opérateur T est borné.

(ii) Pour tout u dans rT , u est borné.

La démonstration utilise le Théorème de Banach-Steinhaus.

Lemme 5.10 (Théorème de Banach-Steinhaus) (cf:[Bre87]) : Soient X; Y deux espaces

de Banach. Soit S � B(X;Y ) une famille d�opérateurs linéaires. Si

sup
u2S
ku (x)k <1 pour tout x 2 X;

alors il existe une constante C <1 telle que

sup
u2S
kuk � C:

Preuve du Corollaire (5.9). L�implication (i) =) (ii) est immédiate.

(ii) =) (i) Tout élément v 2 X1b
�:::b
�Xm admet une représentation

v =
1X
i=1

x1i 
 :::
 xmi

telle que
1X
i=1



x1i

 ::: kxmi k <1:
Posons S = f~u p u 2 rTg : Soit v 2 X1b
�:::b
�Xm: Alors

sup
~u2S
k~u (v)k = sup

u2rT







1X
i=1

u
�
x1i ; :::; x

m
i

�





�

1X
i=1

sup
u2rT



u �x1i ; :::; xmi �
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D�après le Corollaire (5.8 ; (i)),

sup
~u2S
k~u (v)k �

1X
i=1



T �x1i ; :::; xmi �


� kTk

1X
i=1



x1i

 ::: kxmi k <1
Par le Théorème de Banach-Steinhaus, il existe une constante positive C <1 telle que

sup
~u2S
k~uk � C

i.e., sup
u2rT

kuk � C: On conclut par le Corollaire (5.8 ; (ii)). �

Remarque 5.11. En général, kuk � 2 kTk. En e¤et, u(x) � T (x) implique�u(x1; :::; xm) �

T (�x1; :::; xm) et

ju(x)j � sup fT (x1; :::; xm); T (�x1; :::; xm)g

� sup fjT (x1; :::; xm)j ; jT (�x1; :::; xm)jg

� jT (x1; :::; xm)j+ jT (�x1; :::; xm)j :

Corollaire 5.12. Soit T 2 SL(X1; :::; Xm;K) (K = R ou C) dé�ni par

T (x) =


x1

 ::: kxmk :

Alors

(i) rT = fu 2 L(X1; :::; Xm) : kuk � 1g = BL(X1;:::;Xm):

(ii) kx1k ::: kxmk = sup
u2BL(X1;:::;Xm)

ju (x)j et

kTk = sup
u22BL(X1;:::;Xm)

kuk = 1:

Preuve. (i) Facile à voir.
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(ii) Vient du Corollaire (5.8). �

5.4 Les opérateurs m-sous linéaires Cohen fortement

p-sommants

Cette section est consacrée à étudier les opérateurs multi-sous linéaires Cohen for-

tement p-sommants. C�est une adaptation de [AM07]. Nous démontrons par une autre

méthode le théorème de domination de Pietsch.

Dé�nition 5.13. Soient 1 < p � 1 et m 2 N�. Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach

et soit Y un espace de Banach réticulé. Un opérateurm-sous linéaire T : X1�:::�Xm �!

Y est Cohen fortement p-sommant, si et seulement s�il existe une constante positive C > 0

telle que, pour tout n 2 N , xj1; :::; xjn 2 Xj (j = 1; :::;m) et y�1; :::; y
�
n 2 Y �,



�
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��

ln1 � C( nPi=1 mQ
j=1



xji

pXj) 1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�
: (5.2)

Rappelons que c�est la même dé�nition que pour le cas multilinéaire. La classe des opéra-

teurs multi-sous linéaires Cohen fortement p-sommants de X1� :::�Xm dans Y est notée

SDmp (X1; :::; Xm;Y ). On note aussi dmp (T ) la plus petite constante C telle que l�inégalité

(5.2) soit véri�ée. Pour la dé�nition des opérateurs multi-sous linéaires Cohen fortement

p-sommant positifs, on remplace Y � par (Y �)+ :

Soient m 2 N et T 2 SL(X1; :::; Xm;Y ). Par (5.2), l�opérateur T est Cohen fortement

p-sommant, si et seulement si, pour tout n 2 N et tout v 2 B(lnp ;Y �);

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; v(ei)��� � C( nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj) 1p kvk : (5.3)

Pour p = 1, nous avons SDm1 (X1; :::; Xm;Y ) = SL(X1; :::; Xm;Y ).
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Proposition 5.14. Soit m 2 N�. Soient X1; :::; Xm; E1; :::; Em; Y; Z des espaces de Ba-

nach tels que Y; Z sont réticulés. Considérons T 2 SL(X1; :::; Xm;Y ), u 2 B (Y ;Z) et

uj 2 B (Ej; Xj) (1 � j � m).

(i) Si T est Cohen fortement p-sommant, alors u � T est Cohen fortement p-sommant

et dmp (uT ) � kuk dmp (T ).

(ii) Si T est Cohen fortement p-sommant, alors T � (u1; :::; um) est Cohen fortement

p-sommant et dmp (T � (u1; :::; um)) � dmp (T )
mQ
j=1

kujk.

Preuve. (i) Soient n 2 N, xj1; :::; xjn 2 Xj et z�1 ; :::; z
�
n 2 Z�. Il su¢ t par (5.3) de prouver

que
nX
i=1

��
uT �x1i ; :::; xmi � ; z�i ��� � kuk dmp (T )( nX
i=1

mQ
j=1



xji

pXj) 1p kvk
où v : Z �! lnp� véri�e v(z) =

nP
i=1

z�i (z)ei.

Nous avons

nP
i=1

jhuT (x1i ; :::; xmi ) ; z�i ij =
nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; u�(z�i )ij

� dmp (T )(
nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj) 1p kwk
où

w(y) =
nP
i=1

hu�(z�i ); yi ei

=
nP
i=1

hz�i ; u(y)i ei

= ku(y)k
nP
i=1

D
z�i ;

u(y)
ku(y)k

E
ei:

Ceci implique

kwk � kuk sup
z2BZ



(z�i (z))1�i�n

ln
p�

� kuk kvk.
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(ii) Soient n 2 N, ej1; :::; ejn 2 Ej et y�1; :::; y�n 2 Y �. Nous avons

nP
i=1

jhT � (u1; :::; um) (e1i ; :::; emi ) ; y�i ij

=
nP
i=1

jhT (u1 (e1i ) ; :::; um (emi )) ; y�i ij

� dmp (T )(
nP
i=1

mQ
j=1



uj �eji�

pXj) 1p kvk (v(y) = nP
i=1

y�i (y)ei)

� dmp (T )(
mQ
j=1

kujkp
nP
i=1



eji

pEj) 1p kvk
� dmp (T )

mQ
j=1

kujk (
nP
i=1

mQ
j=1



eji

pEj) 1p kvk.
Donc dmp (T � (u1; :::; um)) � dmp (T )

mQ
j=1

kujk. �

Le résultat principal de cette section est une extension du �Théorème de domination

de Pietsch". Dans le cas multilinéaire, les auteurs de [AM07] utilisent le lemme de Ky

Fan. Ici on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 5.15. Soit K un espace compact et soit C un cône convexe de C(K) (l�espace

des applications continues sur K) tel que

8f 2 C sup
t2K
f(t) � 0:

Alors, il existe une mesure de probabilité � sur K telle que

8f 2 C
R
K
f(t)d�(t) � 0:

Preuve. Soit K l�ensemble ouvert convexe des éléments f 2 C(K) tels que inf f > 0.

Dans C(K); les ensembles K, C sont disjoints. Par le théorème de Hahn-Banach (forme

géométrique), on peut séparer l�ensemble convexe K du cône ouvert convexe C; i.e., il

existe une mesure de probabilité � sur K telle que �(f) � 0 pour toute f 2 C. �

Théorème 5.16. Un opérateur m-sous linéaire T 2 SL (X1; :::; Xm;Y ) est Cohen for-
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tement p-sommant (1 < p � 1), s�il existe une mesure de probabilité de Radon � sur

BY �� telle que, pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm,

��
T �x1; :::; xm� ; y���� � dmp (T ) mQ
j=1



xj

 ky�kLp� (BY �� ;�) : (5.5)

Réciproquement, s�il existe une constante positive C et un mesure de Radon � sur BY ��

telles que, pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm,

��
T �x1; :::; xm� ; y���� � C mQ
j=1



xj

 (R
BY ��
jy�(y��)jp

�
d�)

1
p� ; (5.6)

alors T 2 SDmp (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � C.

Preuve. Prouvons d�abord la réciproque. Soient x1i ; :::; x
m
i 2 X1 � :::�Xm (1 � i � n)

et y�1; :::; y
�
n 2 Y �. Par (5.6)

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��� � C mQ
j=1



xji

 (R BY �� jy�i (y��)jp� d�(y��)) 1p� ;
pour tout 1 � i � n. Donc

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij

� C
nP
i=1

(
mQ
j=1



xji

 (R BY �� jy�i (y��)jp� d�(y��)) 1p� )
(par Hölder) � C(

nP
i=1

(
mQ
j=1



xji

)p)1p ( nP
i=1

(
R
BY ��
jy�i (y��)j

p� d�(y��)))
1
p�

� C(
nP
i=1

mQ
j=1

(


xji

p)1p sup

y2BY



(y�i (y))1�i�n

ln
p�
.

Cela implique T 2 SDmp (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � C.

Démontrons la première implication. Soit K = BY ��. Considérons l�ensemble C des fonc-

tions sur K à valeurs dans R de la forme

f((xji);(y�i ))
(y��) =

nP
i=1

(
��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���� C

p

mQ
j=1



xji

p � C
p� jhy

�
i ; y

��ijp
�
) (5.7)
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où
�
xji
�
1�i�n � Xj; 1 � j � m et (y�i )1�i�n � Y �. L�ensemble C est un cône convexe En

e¤et, soient f; g 2 C et � 2 R+ tels que

f((x0ji );(y0�i ))
(y��)

=
kP
i=1

(
��
T �x01i ; :::; x0mi � ; y0�i ���� C

p

mQ
j=1



x0ji 

p � C
p� jhy

0�
i ; y

��ijp
�
)

et

g((x00ji );(y00�i ))
(y��)

=
lP
i=1

(
���DT �x001i ; :::; x00mi � ; y00�i E���� C

p

mQ
j=1



x00ji 

p � C
p� jhy

00�
i ; y

��ijp
�
):

Il s�ensuit que

�f =
kX
i=1

�(
��
T �x01i ; :::; x0mi � ; y0�i ���� Cp

mY
j=1



x0ji 

p � Cp� jhy0�i ; y��ijp�)
=

kX
i=1

(
���DT �� 1

mpx01i ; :::; �
1
mpx0mi

�
; �

1
p� y0�i

E���
�C
p

mY
j=1




� 1
mpx0ji




p � C
p�

���D� 1
p� y0�i ; y

��
E���p�)

= f��
�

1
mp x0ji

�
;

�
�
1
p� y0�i

��(y��)

f + g est �nalement associée aux (xi) et aux (y�i ) dé�nis par

f + g =
nX
i=1

(
��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���� Cp

mY
j=1



xji

p � Cp� jhy�i ; y��ijp�)
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avec n = k + l,

xji =

8<: x0ji si 1 � i � k;

x00ji si k + 1 � i � n

et

y�i =

8<: y0�i si 1 � i � k;

y00�i si k + 1 � i � n:

Par l�identité élementaire

8�; � 2 R�+ �� = inf
�>0

�
1

p

��
�

�p
+
1

p�
(��)p

�
�
; (5.8)

nous obtenons

f((xji);(y�i ))
(y��)

=
nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���� Cp
nX
i=1

mY
j=1



xji

p � Cp�
nX
i=1

jhy�i ; y��ij
p�

�
nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ���� C( nX
i=1

(
mY
j=1



xji

p) 1p ( nX
i=1

jhy�i ; y��ij
p�)

1
p� :

Par (5.2) sup
y��2K

f((xji);(y�i ))
(y��) � 0: Par le Lemme (5.15), il existe une mesure de proba-

bilité � de K telle que �(f) � 0 pour toute f 2 C. Pour x = (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm

et y� 2 Y �; nous avons f(y��) = f(x;y�)(y
��) = jhT (x1; :::; xm) ; y�ij � C

p

mQ
j=1

kxjkp �
C
p� jhy

�; y��ijp
�
.

Donc jhT (x1; :::; xm) ; y�ij � C(1
p

mQ
j=1

kxjkp + 1
p�

R
K
jhy�; y��ijp

�
d�):

Pour � > 0, remplacons xj par 1

�
1
m
xj; y� par �y�; puis prenons l�in�mum sur � > 0 (voir
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(5.8)). On obtient

jhT (x1; :::; xm) ; y�ij

� C(1
p

mQ
j=1




 xj

�
1
m




p + 1
p�

R
K
jh�y�; y��ijp

�
d�)

� C(1
p

0@ mQ
j=1
kxjk
�

1Ap

+ 1
p�

�
�(
R
K
jhy�; y��ijp

�
)
1
p�
�p�
)

� C
mQ
j=1

kxjk (
R
K
jhy�; y��ijp

�
)
1
p� :

Donc jhT (x1; :::; xm) ; y�ij � C
mQ
j=1

kxjk ky�kLp� (BY �� ;�) ; ce qui termine la preuve. �

Corollaire 5.17. Soient 1 � p1 � p2 < 1. Si T 2 SDmp2(X1; :::; Xm;Y ); alors T 2

SDmp1(X1; :::; Xm;Y ) et

dmp1(T ) � d
m
p2
(T ):

5.5 Comparaison avec le cas multilinéaire

Rappelons que le dual X� d�un espace de Banach réticulé X est un Banach complè-

tement réticulé pour la relation d�ordre

x�1 � x�2 () hx�1; xi � hx�2; xi ; 8x 2 X+ (5.9)

où h:; :i est le crochet de dualité.

Un sous espace réticulé d�un espace réticulé X est un sous espace E � X tel que :

x _ y 2 E dès que x; y 2 E. Le plongement canonique i : X �! X�� de X dans son

bidual, dé�ni par hi(x); x�i = hx�; xi ; est une isométrie d�ordre de X dans un sous espace

réticulé de X��; voir [LT96 ; Proposition 1.a.2]. En considérant X comme sous espace
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réticulé de X��; nous avons, pour tous x1; x2 2 X;

x1 � x2 () hx1; x�i � hx2; x�i ; 8x� 2 (X�)+ : (5.10)

Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach réticulés. Un opérateur multilinéaire u :

X1� :::�Xm �! Y est dit positif si, pour tout x 2 X+
1 � :::�X+

m, u(x) est positif. Alors

ju(x1; :::; xm)j � u(jx1j ; :::; jxmj):

Pour plus d�information sur les opérateurs multilinéaires positifs voir [Mas00].

La proposition suivante donne un lien entre T et le sous di¤érentiel rT . Nous employons

la notion d�opérateur p-sommant positif dé�nie dans [Bla86].

Proposition 5.18. Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach réticulés et Y un espace de

Banach complètement réticulé. Soit T un opérateur m-sous linéaire borné de X1�:::�Xm

dans Y . Supposons que T est Cohen fortement p-sommant (1 < p <1) et que rT est

non vide. Alors, pour tout u 2 rT , u est Cohen fortement p-sommant positif et donc u�

est p�-sommant positif.

Preuve. Par (5.9), pour tout x = (x1; :::; xm) dans X1 � :::�Xm et y� dans (Y �)
+ ;

hu(x); y�i � hT (x); y�i :

En conséquence, pour tout 1 � j � m;

�hu(x); y�i

= hu(x1; :::;�xj; :::; xm); y�i

� hT (x1; :::;�xj; :::; xm); y�i :
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Cela implique

jhu(x); y�ij � sup fhT (x); y�i ; hT (x1; :::;�xj; :::; xm); y�ig

� sup fjhT (x); y�ij ; jhT (x1; :::;�xj; :::; xm); y�ijg

� jhT (x); y�ij+ jhT (x1; :::;�xj; :::; xm); y�ij

et par (5.6)

jhu (x) ; y�ij � 2dmp (T )
mQ
j=1



xj

 ky�kLp� (BY �� ;�) : (5.11)

Donc, u est Cohen fortement p-sommant positif. Alors

ku�(y�)k � 2dmp (T )
Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�(y��))

1
p� ; (5.12)

i.e., l�opérateur u� est p�-sommant positif et �+p� (u
�) � 2dmp (T ). �

Corollaire 5.19. Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach réticulés et Y un espace de

Banach complètement réticulé. Soit T 2 SL(X1; :::; Xm;Y ) tel que

T
�
x1; :::; xm

�
= T1

�
x1
�
:::Tm (x

m)

où Tj : Xj ! Y est un opérateur sous linéaire symétrique. Si T est Cohen fortement

p-sommant, alors pour tout u 2 rT , u� est p�-sommant positif.

Remarque 5.20. On ne sait pas si u est Cohen fortement p-sommant.

Maintenant, on étudie la réciproque de la proposition (5.19).

Théorème 5.21. Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach réticulés et Y un espace de

Banach complètement réticulé. Soit T un opérateur m-sous linéaire borné de X1�:::�Xm

dans Y . Supposons qu�il existe une constante positive C > 0, un ensemble I, un ultra�ltre
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U sur I et fuigi2I � rT tels que, pour tout x dans X1 � :::�Xm et y� 2 Y �;

jhui (x) ; y�ij �!
U
jhT (x) ; y�ij

et dmp (ui) � C. Alors T 2 SDmp (X1; :::; Xm; Y ) et dmp (T ) � C.

Preuve. Comme ui 2 Dmp (X1; :::; Xm; Y ), il existe, par le Théorème 5.17, une mesure de

probabilité de Radon �i sur BY �� telle, que pour tout x 2 X,

��
ui �x1; :::; xm� ; y���� � dmp (ui) mQ
j=1



xj

 ky�kLp� (BY �� ;�i) :
Or, pour tout y� 2 Y �,

��
ui �x1; :::; xm� ; y���� �!
U

��
T �x1; :::; xm� ; y����
d�où

jhT (x) ; y�ij � lim
U
dmp (ui)

mQ
j=1



xj

Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�i(y

��))
1
p� :

La boule unité BY �� étant �-faiblement compacte, (�i) converge �-faiblement vers une

probabilité � sur BY �� ; par conséquent, pour tout x dans X1 � :::�Xm et y� 2 Y �;

jhT (x) ; y�ij � C kxk
Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�(y��))

1
p� :

Cela implique dmp (T ) � C. �
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Terminons cette sections par deux questions :

Question 1.

Soit T un opérateur sous linéaire de l�espace de Banach X dans un espace de Banach

complètement réticulé. Alors, par [AM04 ; Proposition 2.3], T (x) = sup fu (x) : u 2 rTg

et le sup est atteint. Si T est un opérateur m-sous linéaire borné de X1� :::�Xm dans Y .

L�ensemble rT est-il non vide ? Si rT est non vide, a-t-on T (x) = sup fu (x) : u 2 rTg

et le sup est-il atteint ?

Question 2.

Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach réticulé et Y un espace de Banach réticulé. Soit

T un opérateur m-sous linéaire borné de X1 � ::: � Xm dans Y . Supposons rT non

vide, T (x) = sup fu (x) : u 2 rTg et supposons que le sup est atteint. Est ce que rT

� Dmp (X1 � :::�Xm; Y ) implique T 2 SDmp (X1 � :::�Xm; Y ) ? On ne sait pas non plus

si l�inverse est vraie.
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