QiLRJLH 4:%1)_6_{4_11 ;_")J_;Sl‘)_;| 4_3‘)‘9_6_0.

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE
SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE HAD] LAKHDAR
BATNA (ALGERIE)
THESE
Présentée ala Faculté des Sciences
Département de Mathématique
Pour I’obtention du diplome de
DOCTORAT EN SCIENCES
Option : Mathématique
Par
Khalil SAADI
THEME

Les opérateurs multi p-sommants et leurs

applications
Soutenue le: 16-06- 2010.
Devant le jury d’examen :
Mr. S.E. REBIAI Prof.  Université de Batna Président
Mr. L. MEZRAG Prof.  Université de M’sila Directeur de These
Mr. A. AIBECHE Prof.  Université de Sétif Examinateur
Mr. R. BENACER Prof. Université de Batna Examinateur

Mme. F. LUST-PIQUARD  Prof. Université de Cergy-Pontoise ~ Examinateur
Mr. B. MEZERDI Prof. Université de Biskra Examinateur



A mes parents, ma femme Farida, mes filles Chems et Intissar



Remerciements

Je tiens premierement a remercier mon Directeur de These, Lahcéne MEZRAG.

I m’a tout d’abord fait confiance en décidant de m’encadrer pour ma these. Je le remercie
également pour sa gentillesse et ses nombreux conseils qui m’ont donné durant la

réalisation de ce travail.

Je suis spécialement reconnaissant a Frangoise Lust-Piquard avec qui je n’ai cessé

de discuter puis de collaborer depuis mon arrivé a Paris pour un stage de 18 mois. Son
hospitalité et celle de Laboratoire de Mathématiques de Cergy Pontoise m’ont permis de

faire d’agréables séjours a Cergy.

Je tiens a témoigner ma gratitude a Mr. S.E. REBIAI, Mr. A. AIBECHE, Mr. R. BENACER,
Mem. F. LUST-PIQUARD, Mr. B. MEZERDI d’avoir acceptés de faire partie du jury de cette

these.

Je remercie enfin ma famille pour m’avoir toujours soutenu durant mes études.



Table des matiéres

0.1 Imntroduction . . . . . . . . . . e

1 Idéaux d’opérateurs multilinéaires
1.1 Les applications multilinéaires . . . . . . . . ... .. ... .. ......
1.2 Représentation sur un produit tensoriel . . . . . . .. ..o
1.3 Idéaux d’opérateurs multilinéaires . . . . . . . . . .. ...
1.4 Méthodes de construction . . . . . . .. .. Lo oL
1.4.1 La méthode de factorisation . . . . . . ... ... ... ......
1.4.2 La méthode de linéarisation . . . . .. ... .. ... ... ....
1.4.3 La méthode de composition . . . ... ... ... ... .. ....
1.5 Généralisation des opérateurs linéaires sommants . . . . . . .. .. ...
1.5.1 Opérateurs multilinéaires absolument p-sommants . . . . . . . ..
1.5.2  Opérateurs multilinéaires p-dominés . . . . . . . . . .. ... ...
1.5.3 Opérateurs multilinéaires multi p-sommants . . . . .. .. .. ..
1.5.4 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants . . . . . . . . ..

1.5.5  Opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt . . . . . ... .. ..

2 Relations entre différentes classes d’opérateurs multilinéaires
2.1 Les opérateurs Cohen fortement p-sommants . . . . . . .. .. ... ...
2.1.1 Caslinéaire . . . . . . . . . . ...
2.1.2 Cas multilinéaire . . . . . ... ... ... ... ... ...,

2.1.3 Représentation tensorielle . . . . ... ... ... ... ......

11
13
15
15
16
18
20
23
24
27
28
30



2.2 Connexion avec les opérateurs adjoints . . . . . . ... ... ... .. .. 38
2.3 Interprétation de multi-idéal D" par la méthode de composition . . . . . 41

2.3.1 Conséquence : le Théoréeme de Bu multilinéaire . . . . . .. . .. 49
2.4 Les opérateurs m-linéaires définis sur des espaces £, . . . . . . .. .. .. 50
Caractérisation non linéaire des espaces de Banach 56
3.1 Caractérisation multilinéaire des espaces de Hilbert. . . . . . . .. . . .. 57
3.2 Caractérisation m-linéaire des sous espacesde L, . . . .. ... ... .. 61
3.3 Caractérisation polynomial d’un espace de Hilbert . . . . . . . ... ... 62

3.3.1 Definitions and general results . . . . . . .. ... ... 63

3.3.2  Cohen strongly p-summing m-homogeneous polynomials . . . . . 66

3.3.3 Characterization and inclusion theorems . . . . . .. ... .. .. 68

334 Mainresult . .. .. ..o 72
Les opérateurs multilinéaires Cohen (p;p1, ..., p,,)-nucléaires 75
4.1 Introduction et motivation . . . . . . ... ..o Lo 75
4.2 Connexion avec le produit tensoriel . . . . . . . .. ... ... ... ... 79
4.3 Domination et factorisation (cas pil + ...+ ﬁ = }D) ............. 84
4.4 Comparaison avec d’autres classes d’opérateurs multilinéaires . . . . . . . 91

Relations entre les opérateurs m-linéaires et les opérateurs multi-sous

linéaires 95
5.1 Imtroduction . . . . . . . . .. 95
5.2 Les opérateurs multi-sous linéaires . . . . . . . . ... ... ... ... 97
5.3 Extension du théoréeme de Hahn-Banach pour les opérateurs multi-sous

5.4
9.5

linéaires. . . . . . . . L 103
Les opérateurs m-sous linéaires Cohen fortement p-sommants . . . . . . . 108
Comparaison avec le cas multilinéaire . . . . . . . . ... .. ... .... 114



0.1 Introduction

Il y a de nombreuses motivations pour étudier les opérateurs linéaires p-sommants.
Citons par exemple leur relation avec les espaces de Lebesgue L,, (théorie de la mesure),
initiée par Pietsch [Pie67], les propriétés des suites p-sommables, ainsi que la théorie
des fonctions intégrables a valeurs vectorielles. En effet, un opérateur entre espaces de
Banach v : X — Y est p-sommant si, et seulement si, pour tout espace de probabilité
(2,3, 1) et toute fonction fortement mesurable f : 2 — X qui est faiblement intégrable
(i.e., "o f € L, (u) pour tout z* € X*), uo f est p-intégrable au sens de Bochner (i.e.,
wo f est fortement mesurable et ||uo f(.)||y € L, (1)). Soient G un groupe topologique
compact et F' un sous espace invariant par translation de C' (G) (espace des fonctions
continues sur G), X un espace de Banach et u : FF — X un opérateur p-sommant
invariant par translation. Y. Golden [1969] et A. PeLczynski [1969] ont montré que la
mesure de probabilité qui apparait dans la factorisation de Pietsch de u, appelée parfois
mesure de Pietsch, coincide avec la mesure de Haar normalisée sur GG. Si on prend le
tore G = T={z¢€ Ci|z] =1}, S. Kwapien et A. PeLczynski [KPel80] ont prouvé que
I’espace des opérateurs p-sommants invariants par translation de I’algebre du disque A
dans H? est isométriquement isomorphe a l’espace des opérateurs invariants par trans-
lation de I'espace de Hardy HP dans H?2. De nombreuses applications a la factorisation
des opérateurs, a la caractérisation de certains espaces de Banach, ainsi que des résul-
tats concernant la théorie des idéaux, motivent 'intérét de développer cette théorie et
de la généraliser dans d’autres directions, notamment le cas non commutatif et le cas

multilinéaire.

La définition pour p = 1 est due a Grothendieck [Gro56]. Dans son "Célebre Résumeé",
il a utilisé le terme " applications pré-intégrables & droite". Ensuite, A. Pietsch [Pie67] a
défini la classe pour tout p et a démontré les résultats principaux ; on y trouve le théoréme
de "Domination/Factorisation", les propriétés d’idéal, d’inclusion, de composition ainsi

que des relations avec d’autres classes d’opérateurs, tels que les opérateurs nucléaires et



de Hilbert-Schmidt (voir également [Pel67]).

Au début des années 80, et principalement dans [Pie83], il est apparu la généralisation
des idéaux d’opérateurs linéaires au cas multilinéaire. Un idéal des opérateurs multi-
linéaires (ou multi-idéal) M est une classe d’opérateurs multilinéaires bornés tels que
pour tout X, ..., X,, et Y des espaces de Banach on a : M (X3, ..., X,,,;;Y) est un sous
espace de L (X7,...,X,,;Y) qui est invariant par rapport a la composition d'un opé-
rateur linéaire & gauche et m opérateurs linéaires & droite et qui contient les opéra-
teurs de rang finis. Dans certains idéaux multilinéaires, la généralisation est élémentaire.
C’est le cas des opérateurs m-linéaires faiblement compacts, ou complétement continus
ou inconditionnellement convergeant ([AHV83], [BFVO01], [GGut94], [GGut95], [GVill03],
[Pel63(1)], [Pel63(2)], [RyaT79]), des opérateurs intégraux et nucléaires ([Ale85], [BRyn01],
[CD’AGO02], [Din70] , [Vill03]), des opérateurs de Hilbert-Schmidt ([CKP92|, [DwyT71],
[Mat03]). La propriété vérifiee dans le cas linéaire reste la méme dans le cas multili-
néaire. En revanche, dans le cas des opérateurs p-sommants, la généralisation n’est pas
unique ; de nombreuse définitions ont été introduites dans ce sens et de nombreux articles
ont été consacrés a la notion de sommabilité pour les opérateurs multilinéaires ([Ble8§],

[Bot97], [CKMTO1], [CD’AG02], [FMat95], [MTon99],[Pell03)).

Pietsch [Pie83] a introduit trois méthodes permettant de construire des idéaux multili-
néaires a partir d’un idéal linéaire 7 ; ce sont les méthodes de factorisation, de linéarisa-
tion et de composition. Dans la premieére, on considére les opérateurs m-linéaires qui se
factorisent par un multilinéaire composé par m opérateurs linéaires appartenant a 1’idéal
Z. I’idéal linéaire des opérateurs p-sommants donne alors, par cette méthode, I’espace
des opérateurs multilinéaires p-dominés. Dans la deuxieme, on suppose que les opérateurs

linéaires 7} définis par
T, X; > L (Xl, box,: Y)

ou



T; (x5) <x1, .m.,xm> =T (1., Tpm)

sont dans l'idéal linéaire Z. L’espace obtenu par la méthode de factorisation est inclus
dans celui qui est engendré par la méthode de linéarisation. La troisiéme méthode consiste
a composer les opérateurs linéaires de Z avec les opérateurs multilinéaires bornés. On

obtient alors 1’idéal
ToL (X1, .., Xm;Y).

Cette technique donne ’espace des opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants
a partir de l'idéal des opérateurs linéaires fortements p-sommants introduits par Cohen

[CohT3] .

Cette these est consacrée a I'étude des différentes classes d’opérateurs multilinéaires ab-
solument sommants entre des espaces de Banach et le théme de recherche principal est
d’introduire de nouveaux concepts pour établir entre autre la connexion entre les dif-
férents types de sommabilité d’une part. D’autre part, nous allons nous intéresser aux
opérateurs multi sous-linéaires nouvellement introduits afin de trouver des liens avec les
opérateurs multilinéaires, ce qui permet de développer et d’enrichir la théorie des idéaux

d’opérateurs multilinéaires.

Le point de départ de la these était ’étude des opérateurs m-linéaires Cohen fortements p-
sommants introduits par Achour et Mezrag en 2007 comme généralisation des opérateurs
linéaires fortements p-sommants. On s’est proposé de démontrer que cet espace est un
multi-idéal qui s’interpréte par la méthode de composition de Pietsch a partir de I'idéal
linéaire des opérateurs fortements p-sommants. Autrement dit, étant donné un opérateur
multilinéaire

T:X; x...xX,, =Y,

T est Cohen fortement p-sommant si et seulement si il existe un espace de Banach G, un



opérateur fortement p-sommant v : G — Y et un opérateur multilinéaire
A: Xix..x X, —G

tels que T = u o A. Le lien avec les opérateurs adjoints est aussi agréable. En effet,

lopérateur T est Cohen fortement p-sommant si et seulement si son opérateur adjoint
T : Y — L(Xy, ..., Xin)

défini par T* (y*) (21, ..., T) = y*T (21, ..., T, est p*-sommant. Ces belles propriétés lui
font comme une classe intéressante permettant de jouer un role intermédiaire entre les
différentes classes qui généralisent II, (espace des opérateurs p-sommnts). On a pu mon-
trer plusieurs résultats de comparaison notamment le théoréme de Bu multilinéaire qui
relie les opérateurs multilinéaires p-dominés avec ceux de Cohen fortement g-sommants
quand les espaces X; sont des Hilbert. On a utilisé une autre technique que celle utilisée
par Achour et Mezrag; la clé était de montrer que le produit tensoriel projective des

opérateurs Cohen fortement p;-sommants u; @ ... ®x U, ol

1 1 1
— 4. +—==
b1 Pm p

est un opérateur Cohen fortement p-sommant. La question de caractérisation des espaces
de Banach a été aussi entamée. Une bonne partie est consacrée & donner des versions
multilinéaires et polynémiaux du théoreme de Kwapien. Il s’agit de caractériser les es-
paces de Hilbert. Les espaces de Banach X, (1 < j < m) sont isomorphes aux espaces
de Hilbert si, et seulement si, pour tout espace de Banach Y et tout opérateur p-dominé
T: Xy x..xX,, =Y, T est Cohen fortement g-sommant avec 1 < p,q < oo. Dans le cas
des polynomes, tout d’abord on introduira le concept de Cohen fortement p-sommant
sur ’espace de polynomes, puis on établira leurs relations avec les opérateurs multili-

néaires symétriques associes d’une part et avec leurs opérateurs liéarisés d’autre part.



Le théoreme qui généralise celle de Kwapien sera donné. Un autre axe de cette these
était d’introduire une nouvelle définition de sommabilité dans la catégorie des opérateurs
multilinéaires, appelés opérateurs multilinéaires Cohen (p;ps, ..., pm)-nucléaires. Notre
motivation est d’étudier de nouveaux types d’opérateurs multilinéaires admettant des
factorisations par des opérateurs linéaires p-sommants et Cohen fortements p-sommants.
On fera une étude approfondie de cette classe d’opérateurs. On montrera qu’elle conserve
la plupart des propriétés du cas linéaire et qu’elle possede de bonnes propriétés d’idéal.
Gréace au théoreme de Pietsch, on montrera que 'opérateur multilinéaire 7" est Cohen
(p; 1, -, Pm)-nucléaires si et seulement si il existe un opérateur linéaire Cohen fortement
p-sommant v, un multilinéaire borné A et des opérateurs linéaires p;-sommants u; avec

le + ..+ pL = % tels que T s’écrit comme suit
T=voA(ug, .., Upy) .

Cela généralise le théoreme de factorisation de Kwapien pour les opérateurs linéaires
p-nucléaires. Avec cette factorisation, on peut montrer que 1" est compact lorsque Y est
un espace de Banach reflexif ou bien lorsque les espaces X; sont des espaces de Hilbert.
Finalement, on s’intéressera au probléme d’extension des opérateurs multilinéaires. Dans
un cas particulier, on comparera des opérateurs multilinéaires et des opérateurs multi-

sous linéaires qu’on introduira dans cette thése.



Chapitre 1

Idéaux d’opérateurs multilinéaires

En premier lieu, on va présenter les notions et une sélection des résultats classiques
concernant les opérateurs multilinéaires. Puis, on discute les classes d’idéaux d’opérateurs
multilinéaires et leurs méthodes de constructions introduites par Pietsch. La derniére
partie sera consacrée a 1’étude de classes importantes d’opérateurs multilinéaires, qui
sont les opérateurs absoluments p-sommants, p-dominés, multi p-sommants, fortement

p-sommants et Hilbert Schmidt et de leurs propriétés.

1.1 Les applications multilinéaires
Soient m € N et Xy, ..., X,,,Y des espaces de Banach. Une application
T: X1 x...xX, =Y,
est dite opérateur ou application multilinéaire (ou m-linéaire) si
T (z',...,az7 + By, ....2™) = aT (24, ..., 27, ..,a™) + BT (z*, ...,97, ..., 2™),

pour tout j (1 <j<m)et !,y € X;,a0, e K(K=RouC). SiY =K, T est dit

forme multilinéaire.



L’ensemble S des éléments de Y de la forme T (a',...,2™), 27 € X; (1 <j <m), n'est
pas un espace vectoriel : voir 'exemple [Gre67, Partie 1.1]. On note L (Xq,..., X;n;Y)
I’ensemble des opérateurs multilinéaires de X7 x ... x X,,, dans Y. Définissons les opérations

linéaires suivantes

(Ty + Ty) (2, ... 2™) = Ty(xl, .. a™) + Ty (2 ..., 2™)
(aT) (2, ..., 2™) = aoT (a',...,2™),

ce qui donne a L (X7, ..., X;,,; Y') une structure d’espace vectoriel. Grace a la formule

T(z',...,2™) =T (y',...,y™) =T (z' —y', 22, ..., 2™)
+T (yt, 22—y 23, ™) + .+ T (y . y™ ™ —y™)

on peut montrer le résultat suivant.

Proposition 1.1 (Multilinéaire borné). Pour T € L(Xy,...,X;Y), les affirmations
sutvantes sont équivalentes.

(1) L’opérateur T est continue.

(2) Lopérateur T est continue en (0, ...,0).
(3) Il emiste une constante C' > 0 telle que |T (z*,...,a™)|| < C ||zt ... ||z™] pour tout
(1. 2™ € X1 X ... x X,

Dans ce cas, on dit que 1" est borné et on pose

Il = sup [T (2™ |

27 ||<1, 1<5<m
llz7 <1, 1<j

= inf{C, C vérifiant I'inégalité ci-dessus} .

11 est facile de voir qu’elle définit une norme sur L (X7, ..., X,,; Y). L’espace des applica-
tions m-linéaires continues (ou bornées) de X; x ... x X, dans Y est un espace de Banach.
On le note £ (Xq,..., X;n;Y). SiY =K, on écrit £ (X1,...,X,n). Si Xy =.... = X, = X,

on note simplement £ ("X;Y). On désignera aussi par B (X;Y") espace des opérateurs



linéaires bornés de X dans Y. Rappelons qu'un opérateur multilinéaire 7" induit des
opérateurs linéaires

T, X; > L (Xl, .b.‘l.,Xm;Y) ,

ou

Tj (27) (a:l, .[ﬂ.,xm) =T (z',....,2"),

ce qui permet d’identifier I'espace £ (X7, ..., X;,; Y) avec £ (Xj; L (Xl, ML X Y)) pour
tout j = 1,...,m. Un cas particulier est souvent utilisé dans la théorie linéaire, lorsqu’on
prend m=2et Y =K

L(X1, X5) = B(X1;X3). (1.1)

Définition 1.2 (Multilinéaire symétrique). Soient X,Y deux espaces de Banach. Soit

T:X x..x X — Y un opérateur multilinéaire borné ; l'opérateur 7" est dit symétrique
—_——

m
s’il est invariant par rapport a toute permutation des variables, i.e.,

Too (a:l, ,xm) =T (xg(l), ...,x”(m)) =T (a:l, ,xm) ,

pour toute permutation o. On note Lg (" X;Y) l'espace des opérateurs multilinéaires
continus symétriques.
Si on fait toutes les permutations possibles on peut associer AT € £ ("X ;Y’) un opérateur

symétrique Ts € Lg (™ X;Y). Soit T: X X ... x X — Y un opérateur m-linéaire, on pose
—_———

m

TS:%ZTOO'.

L’opérateur T s’appelle opérateur symétrisé de T'. On a

(1)SiT e L(mX;Y), alors Ts € Lg (MX;Y).

(2) Ts = T si, et seulement si, T" est symétrique.

(3) L'opérateur linéaire S : L("X;Y) — Ls(™X;Y) : T — S(T) = Ts est une

projection.

10



1.2 Représentation sur un produit tensoriel

Soient X1, ..., X, des espaces de Banach. On note X; ® ... ® X,, le produit tensoriel

algébrique de X, ..., X,,. On définit la norme projective par

[ v]],. :inf{ZHngH}, (1.2)

i=1 j=1

ou l'infimum porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme
n
v = szl R ... ;"
i=1

On note X;®x...0-X,, le produit tensoriel projectif des espaces X, ..., X,, i.e.; le com-
plété de X7 ® ... ® X,, pour cette norme. Si X; = ... = X,, = X on écrit simplement
@TX . A chaque opérateur multilinéaire 7" : X; x ... x X,,, — Y on peut lui associer un

opérateur linéaire, appelé linéarisation de T, T: X1®r...8.X,, — Y deéfini par

=1

T(Zasgea...@xr) = T (xf,...2}"). (1.3)

11 est bien défini, car il ne dépend pas de repésentation choisie (voir [Rya01]). De plus, T

est unique et HTH = ||T||. En effet, soit v = Zx} ® ...®x", on a

1=

Hf(U)H = iT(w}, ™)

< AT M- [l
i=1
comme v est arbitraire, HTH < IT|I|v]l,, - Donc, T est borné et Hfu < ||T||. D’autre
part, ||| < HfH parce que
1T (2, ..., ™| = “f(ml ® .. ®xm)H < H’T“H 2] ... |[=™]]

Soit maintenant B un autre opérateur lindarisé de T'; pour tout (', .., 2™) € Xix..xX,,

on a

11



B@'®..@x™) =T (. ., 2")=TE'®..zM).

Par linéariteé, B , T sont identiques sur X;®...®X,, et enfin, par densité, ils sont identiques

sur X1®,...0. X,

On a
L(X1y oy X Y) = B(X1@5.. 07X Y) (1.4)

car 'application

® : L(Xp, . Xm)Y) = B(Xi®r.0:X0mY)
T - O(T)=T

(1.5)

est une isomorphisme isométrique.
On étudiera plus précisément les relations entre les propriétés de T et de T.

Cas particulier. Le dual de X; Ry ... @, X,, Sidentifie & I’espace des formes multilinéaires

bornées

(X1 B Bn X)) = L ( X1y, Xn) - (1.6)

Cette dualité donne une nouvelle formule pour la norme projective

il = sup {|(v,T)] : T € Be(xy....x) }

Remarque 1.3. Dans le cas linéaire, B (X; Y*) s’identifie a (X@WY)* ; ici, d’apres (1,4),

on a l'identification isométrique

(X1 B @7 X @,Y) = L (X1, ooy X} Y7 (1.7)

12



Opérateurs diagonaux. Les plongements naturels de X dans X x ... x X et dans
————

m
@TX , notés A,, et d,, respectivement, sont définis par
Ap 0 X - Xx..xX 6, : X - &X
r —  (z,..,x) T — r®.Q

Il est claire que le diagramme suivant est commutatif

X
57’L
Am | \
Xx.xX — & X
N——u— in

ie., i, 0o A, = d,,, OU i, est opérateur multilinéaire canonique de X; X ... x X,, dans

X1(§A§W...®WXW, défini par
I (:cl, ,xm) =rl®..0z™
On a aussi le diagramme suivant qui est commutatif.

X1 X ... x X,

. T

im | N\
H
T

X1®...80, X,, Y

ie.,
T=To00ipn. (1.8)
1.3 Idéaux d’opérateurs multilinéaires

Depuis I'article célebre de A. Pietsch intitulé "Ideals of multilinear functions" [Pie83],

le succés de la théorie des idéaux linéaires a une influence considérable sur le dévelop-

13



pement des idéaux d’opérateurs multilinéaires et polynéomes homogenes entres espaces
de Banach. Pour plus d’information sur le sujet, voir par exemple [Bra87], [BPRO7] et

[Bot05].

Définition 1.4 (Opérateurs de rang fini). Un opérateur multilinéaire T' € L£( X7, ..., X,,,; Y)

est de rang fini s’il est somme finie d’opérateurs de la forme
Tyer o =11 @ .. @@, @y (a8, 2™) — @i (z) .xy, (2™) y,

ot z; € X; (1<j<m)ety€Y.Lespace des opérateurs m-linéaires de rang fini sera

noté L;(Xy,..., Xm;Y).

Définition 1.5 (Idéal des opérateurs m-linéaires). Un idéal des opérateurs multilinéaires
(ou multi-idéal) M est une classe d’opérateurs multilinéaires bornés tels que pour tout
X1, ..., X, et Y des espaces de Banach on a :

(1) L’ensemble M (X7, ..., X,,; Y) est un sous espace de £ (X7, ..., X;,; Y) qui contient les
opérateurs m-linéaires de rang finis.

(2) Propriété d’idéal : siT € M (X1, ... X0n;Y), u; € B(E;; X;) et v e B(Y;F), alors
voT o (uy,.., uy,) est dans M (Fy, ..., By, F) .

De plus, si ||.|[,, : M — R satisfait

(1) (M (Xq,...; X3 Y) ||| o) est un espace normé (Banach)

(2) A" 1 K* = K5 A" (21, ..., Tp) = T1...Tp]| 0 = L.

B)SiTeM(Xy,.....Xm;Y), u; € B(Ej; X;),ve B(Y;F),

[o 0T o (ur, ooy ui)ll gy < NOIIT N pg ] [l

Alors (M;|.||,4) s’appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs multilinéaires.

L’idéal des opérateurs multilinéaires M est dit symétrique si Ts € M dés que T' € M.

Exemple 1.6. (a) Les opérateurs multilinéaires faiblement compacts W (X1, ..., X;n; V), ie.,
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les m-linéaires qui envoient tout ensemble borné sur un ensemble relativement faiblement
compact.

(b) Les opérateurs multilinéaires compacts IC (X1, ..., X;,; Y) , i.e., les m-linéaires qui en-
voient tout ensemble borné sur un ensemble relativement compact.

(c) Les opérateurs multilinéaires de rang finis L(Xj, ..., X;,; Y). Ces idéaux constituent

des exemples importants. Les deux premiers sont des idéaux de Banach.

1.4 Méthodes de construction

Il y a différentes maniéres de construire un idéal des opérateurs multilinéaires a partir
d’un idéal linéaire Z, i.e., qui vérifie la Définition (1.5) pour m = 1. On rappelle que
I’idéal linéaire Z est fermé s’il est fermé dans I'espace des opérateurs linéaires bornés, et

ingectif s’il vérifie la propriété d’injectivité, i.e.,

TeI(E;F)&ioTel(FE;G),

ou i € B(F;G) est une isométrie (||i (f)]| = ||fll, V[ € F). La propriété vérifiée par
les opérateurs de 7 peut parfois étre généralisée au cas multilinéaire et la classe obtenue
s’avere étre un idéal (c’est le cas pour l'idéal des opérateurs (faiblement) compacts). La
généralisation n’est pas nécessairement unique (par exemple pour 'idéal des opérateurs

p-sommants).

Les méthodes suivantes sont décrites dans [Pie83] .

1.4.1 La méthode de factorisation

Soit Z un idéal des opérateurs linéaires. Un multilinéaire T € L£( X1, ..., X;n;Y) est
de type L(Z), et on écrit T € L(Z) (X1,..., X;n;Y), s'il existe des espaces de Banach

G1, ..., G, des opérateurs linéaires u; € Z (X;;G;), j = 1,...,m, et un opérateur multi-
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linéaire borné A € L(Gy, ..., Gpn; YY) tels que le diagramme suivant commute

X, x.x X, —— Y

L Lt A S
G x.. X Gy,

en d’autres termes 7" = A o (uy,...,uy). Si Z est normé on définit pour tout T €
L(T)(Xy,..., X;n;Y)
1T £ gy = inf [ Al [Juallz - (lumllz

ot I'infimum porte sur toutes les factorisations possibles de T' = A o (uy, ..., u,,) avec

U cT.

Proposition 1.7. Soit 7 un idéal des opérateurs linéaires. Alors,

(1) L’espace L (ZI) est un idéal des opérateurs multilinéaires.

2) 81 I est un idéal de Banach, alors (L (Z);]|. est un idéal quasi Banach des
L(T)

opérateurs multilinéaires.

Notation. Soient Z; 1 < j < m des idéaux d’opérateurs linéaires. On note £ (1, ..., Z,,)
I'idéal des opérateurs multilinéaires construit par la méthode de factorisation, i.e., dans

la factorisation "= A o (uq, ..., u;,), on a
Uj GI]‘ (Xj;Gj), j:]_,,m

1.4.2 La méthode de linéarisation

Soit Z un idéal linéaire. Un opérateur multilinéaire 7" € L( X7, ..., X;,;Y) est dit de
type L[Z] et on écrit T € L[Z)(Xq,..., X3 Y),siT; € T <Xj;£(X1, .[?].,Xm;Y)> pour
tout j =1,...,m. Si Z est normé, on définit pour tout T € L [Z](Xq,..., X;n;Y)

1Tl gy = max || 7] -
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Notation. Soient Z; 1 < j < m des idéaux d’opérateurs linéaires. On note L [, ...

I'idéal multilinéaire construit par la méthode de linéarisation, i.e., on a
T €1, <Xj;£(X1, .[J;l.,Xm;Y)) Cj=1,..m.

Proposition 1.8. Soit Z un idéal des opérateurs linéaires. Alors,

(1) L’espace L [I] est un idéal des opérateurs multilinéaires.

(2) Si T est un idéal de Banach, alors (E 1Z]; ||.||£[I]> est un idéal de Banach.
(3) Ona L(Z)C LI[Z].

(4) Si T est fermé et injectif,

Preuve. (1) et (2) : La preuve est dans [Bra87; Section 1.3].

L)

(3) Soit T' un opérateur multilinéaire de type £ (Z) . Il existe donc des espaces de Banach

G, ..., Gy, des opérateurs linéaires u; € Z (X;;G;), j = 1,...,m, et un opérateur multi-

linéaire borné A € L(G4,...,Gp; Y) tels que T'= Ao (uy, ..., uy,) . On définit Popérateur

G — L(Xy, V. X,,;Y)

® (gj) (:z:l, .[4].,xm> = A (u1 (:pl) s G U, (:vm)) )

Pour tout 27 € X on a

o u;(z;) <:131, .m.,xm> = A (U1 (xl) gy U (93]) 3oy Um (xm»

= T () <x1, 1l :cm) .
Comme u; € Z (X,;G;), par la propriété d’'idéal, on a

T, el (Xj; L(X0, 1, X Y)) .
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(4) Voir l'article [GG99, Théoréme 4. W

1.4.3 La méthode de composition

Soit Z un idéal linéaire. Un opérateur multilinéaire 7' € L( X7, ..., X,,; Y) est de type
TZoL,etonécrit T €ZoL(Xq,...,Xn;Y), sl existe un espace de Banach G, un opéra-
teur linéaire u € Z (G;Y) et un opérateur multilinéaire borné A € L( X7, ..., X,,,; G) tels

que le diagramme suivant commute

X, x.x X, % Y
NA uf

G

en d’autres termes T = v o A.

Si Z est normé,

17|70, = inf [Jullz [[A]},

ou I'infimum porte sur toutes les factorisations possibles de T'=u o A avec u € T.

Proposition 1.9. Soit T un idéal d’opérateurs linéaires. Alors,
(1) L’espace T o L est un idéal des opérateurs multilinéaires.

(2) Si T est un idéal de Banach, alors il en est de méme pour (Z o L; ||.|l7o.)-

Proposition 1.10. Soit Z un idéal des opérateurs linéaires. Pour T € L(X1, ..., X;n;Y)
les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L'opérateur T' € T o L(X7, ..., X3 Y).

(2) L’opérateur TeT (X1®W...®WXm; Y) )

Preuve. Soit T'=wuo A avec A € L( X1, ..., X},; G) et u € Z(G;Y). 1l est clair que

uoA=T
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ott A, T sont les opérateurs linéarisés de A et T' respectivement. Donc, (1) implique (2)

par la propriété d’idéal de Z. Pour la seconde implication, d’apres (1.8)
T=Toiy,

etpar (2)ona T € To L(Xy,...,X;; Y). De plus, pour tout 7' € Zo L( X7, ..., X,p;Y) on

a

ITloc = ||

Ce qui termine la démonstration. H

Remarque 1.11. Cette technique permet de construire les espaces K (Xi, ..., X;,; Y) et
W (Xy, ..., X;m; Y). En effet, on peut facilement vérifier que : T" est compact (faiblement

compact) si, et seulement si, T est compact (faiblement compact). Dans ce cas, on écrit

KXy, X0 Y) = IxoL(Xy, ... X3 Y)
W (X1, X1 V) = Ty o L£(X1s e X Y)

ou Zx, Iy, sont les idéaux d’opérateurs linéaires compacts et faiblement compacts res-
pectivement, i.e., un multilinéaire T entre espaces de Banach est compact (faiblement
compact) si, et seulement si, il peut s’écrire T' = uo B ou B est un opérateur multilinéaire

borné et u est un opérateur linéaire compact ( faiblement compact).

Remarque 1.12. Si 7;, Z, sont deux idéaux de Banach et
Iloﬁ (Xl, ceey Xm, Y) g IQO£ (Xl, ceey Xm, Y)
alors on a Z; (X;;Y) C Zy (X;;Y) pour tout 1 < j < m. En particulier, si

ToL (X1, Xm;Y)=L(X1,....,. X3 Y)
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onaZ(X;;Y)=L(X;;Y) pour tout j. La réciproque est en général fausse, pour plus
de détails voir [GDPO07, Remarque 4.4].

Remarque 1.13. Soit Z un idéal des opérateurs linéaires et Y un espace de Banach. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) L’identité idy € Z (Y;Y).

(b) L’espace Zo L( X7, ..., X3 Y) = L(X, ..., X;; Y) pour tous X7, ..., X, des espaces de

Banach.

1.5 (Généralisation des opérateurs linéaires sommants

Commencons cette section par quelques préliminaires. Soit X un espace de Banach.
Soit 1 < p < co. On note [} (X) I'espace de Banach des suites (;), ., dans X muni de

la norme

lecisnlly) = 2 il

et [ ¥ (X) Pespace de Banach des suites (7;),;.,, dans X muni de la norme

m»—‘

@)l o) = sup (Z|<fcz, ).

a*€Bxx im

o X* est le dual (topologique) de X. La boule unité fermée de X est notée By (si p
est infini on prend le sup). Rappelons la définition d’'un opérateur linéaire p-sommant
introduite par Grothendieck pour p = 1, et généralisée par Pietcsh [Pie67]. Soient X, Y
deux espaces de Banach et u € B(X;Y). On dira que u est p-sommant pour p € |0, 00|,

s’il existe une constante C' > 0, telle que pour tout xy,...,z, € X

ZHU (x;) ||p% sup Z|m (x)") v (1.9)

xEX*zl

On note II, (X, Y) I'idéal de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y

muni de la norme 7,(u) = inf{C vérifiant (1.9) }.
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Remarque 1.14. L’opérateur u est p-sommant s’il transforme toute suite faiblement p-

sommable en une suite fortement p-sommable ; si p = oo, ¢’est simplement la continuité.

Exemple 1.15. Soient K un espace compact, x4 une mesure positive sur K et 1 < p < oo.

(1) L’opérateur de multiplication défini par

u, = C(K) — Ly(p)
f — fup

avec ¢ € Ly(p), est p-sommant et m,(u) = ||l -
(2) L’injection canonique
Jy i C(K) — Ly
f — f
est p-sommante et m,(J,) = M(K)%.

Théoréme de factorisation (domination) de Pietsch. Soient p € ]0,00] et u :

X — Y un opérateur linéaire p-sommant et. Alors, il existe une probabilité de radon A

sur (Bx«, o (X*, X)) telle que

Vo€ X Ju@ < m) ([ o @F )3 (1.10)

By

Inversement, s’il existe une probabilité de radon \ sur (Bx«, o (X*, X)) et C > 0 telle

que cette formule est vérifiée, alors u est p-sommant et m, (u) < C.

La factorisation proprement dite de Pietsch est

X — Y
ix | Ta
ix(X) 2 3
N N
C(K) % L,
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ol & un opérateur linéaire borné, £, la restriction de J,, K = Bx- et S la fermeture de

k,oix (X) dans L, (u). Dans ce cas 7, (u) = ||a .

Cas particulier. Si p = 2, 'opérateur @ peut s’étendre a Lo (1) tout entier, c’est a dire
u se factorise par un espace de Hilbert. En effet, soit P la projection de Ls (1) sur S,
donc

u:=uoP et ulyix = u.

Théoréme 1.16 (Théoréme d’inclusion). Si 1 < p < q < oo, alors

I, (X:Y) CI, (X:Y).

De plus, on a 7, (u) < 7, (u) pour tout u € I, (X;Y).

Théoréme 1.17 (Le théoréme de Grothendieck). Si X = Ly (u) et Y = Ly (N), tout

opérateur borné de X dans Y est 1-sommant. i.e.,

B(X;Y)=1IL(X;Y).

avec m1 (u) < kg ||ul|, kg est la constante universelle de Grothendieck.

Théoréme 1.18 (Le petit théoréeme de Grothendieck). Soit K un espace compact, soit
w une mesure quelconque, si 1 < p < 2, tout opérateur borné de C (K) dans L, (u) est

2-sommant. i.e.,

B(C(K); Ly (1)) = 2 (C(K); Ly (1))

avec Ty (u) < kg ||ul|.

Généralisation. Pour généraliser les opérateurs linéaires p-sommants au cas multili-
néaire, Pietsch [Pie83] a introduit deux définitions : opérateurs multilinéaires absolument

p-sommants et p-dominés. Dans le premier cas, la généralisation était trés naturelle et
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la norme a été définie pour que l'espace soit un espace de Banach. Quelques autres
propriétés des opérateurs linéaires p-sommants restent vraies dans le cas multilinéaire.
Cependant, il n’y a pas I’analogue du théoréme de domination de Pietsch. D’autre part,
les opérateurs multilinéaires p-dominés ont été introduits pour qu’ils vérifient le théoréme
de domination de Pietsch, mais ’espace associé n’est pas un Banach si p < m. C’est un
quasi-Banach (sauf si p > m ou 'espace associé est un Banach). Les deux espaces sont

des idéaux d’opérateurs m-linéaires.

1.5.1 Opérateurs multilinéaires absolument p-sommants

Définition 1.19. Un opérateur m-linéaire T : X; x ... x X,,, — Y est absolument p-

sommant (1 < p < o0) sl existe C' > 0 telle que pour tous :U{, wwxdh € X; (5 =1,...,m),

. 1.11
Iy “(X;) ( )

Sl (et < T )

On note L£7'(X1,..., Xn;Y) l'espace de Banach des opérateurs m-linéaires absolument

p-sommants muni de la norme
|T][, = inf {C : C vérifie (1.11)} .

L’espace L£7'( X1, ..., Xpm;Y) est un idéal de Banach (on vérifie facilement les conditions
de la Définition (1.5)). En revanche, les opérateurs absolument p-sommants ne sont pas

faiblement compacts et le théoréme de factorisation n’est plus vérifié.
La définition suivante est une version généralisée de la précédente.

Opératurs multilinéaires absolument (p;py, ..., pm)-sommants. Soient py,...,p,m € |0, 0]
avec % < pil + ...+ pi. Un opérateur m-linéaire T : X; x ... x X,, — Y est absolument

(p; p1, .-+, Pm)-sommant s’il existe une constante positive C' telle que pour tous x{, @l €
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Xj, (j = 1, ...,m),

. 1.12
l'"/w X]) ( )

|7 (@l )7 < HH
=1 7j=1

La classe des opérateurs m-linéaires absolument (p; p1, ..., p,,)-sommants de X; X ... X X,

dans Y, notée L

(ot o) (X1,..., X;n; YY), est un Banach idéal pour la norme

1Tl (ppy .. py = IRf{C' vérifiant I'inégalité (1.12)}.

1.5.2 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Définition 1.20. Soit T' € L (X7, ..., X;»; Y') un opérateur m-linéaire borné. On dira que
T est p-dominé (1 < p < o0) §'il existe une constante positive C' telle que pour tout

neNet (z ) CX;(1<j<m),ona

1<i<n

m
p

<C (1.13)

s

(|7 (ot ) )

(xi) 1<i<n l'g,w (X;) :

7=1

On note L4(X7, ..., X;n; Y) Pespace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X x ... x X,

dans Y. C’est un quasi-Banach pour la quasi-norme 6,(7"), définie par
0,(T") = inf{C vérifiant I'inégalité (1.13)}.
Sip > m, 6,(T) est une norme sur L£5(Xq, ..., X;,; V). Soulignons que

LH(X, oy X3 Y) zﬁr(”p. )(Xl,...,Xm;Y).

m

Théoréme 1.21. Soient 1 < p < o0, T € L(Xy,..., X,,;Y). Alors, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes.
(1) L’opérateur T est p-dominé.

(2) I existe une constante positive C et des probabilités de Radon p; sur K; = Bx:
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(1 <j <m) telles que

? dpy(a”), (114

I

HT (ml,...,xm)H < C’j

([ [/

By
J

pour tout a7 € Xj. De plus, on a
0,(T) = inf {C vérifiant I'inégalité (1.14)}

(3) Pour tout 1 < j < m, il existe des probabilités de Radon p; sur B et T e

L(S1, ..., Sm;Y) tels que le diagramme suivant soit commutatif

T

X3 X..X X, — Y

Lix Lix,, T1

ix, (X1) Xx..x ix, (Xn) (k—k> : S1 X..X  Sph

! ! ! !
C(Kp) x..x C(Kpn) (kl—k> : L,(py) XX Ly (f)

ot kj : C(K;) — Ly, (1;) est Uinjection canonique, ix, : X; — C(K;) est lisométrie

canonique, S; est la fermeture de Uespace k; (ix, (X;)) et HTH = 0,(7T).

Remarque 1.22. La classe des opérateurs m-linéaires p-dominés est un multi-idéal. Sa

construction peut s’interpréter par la méthode de factorisation, i.e.,
LH(Xy, ... X Y) = L(IL,) (X4, oo, X3 V),

ou II, est ’espace des opérateurs linéaires p-sommants. Pour la preuve, il suffit de montrer

le lemme suivant.

Lemme 1.23. Soit T € L(X7, ..., X;;Y). Alors,
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(a) Si u; € IL,(X;;G5) (1 <j<m), Uopérateur multilinéaire T o (uy,...,Uy) est p-
dominé.
(b) Si T est p-dominé, alors il existe des opérateurs linéaires p-sommants u; (1 < j < m)

et A€ L(Xy,....,X,,;Y) tels que
T =Ao (ug, ..., Up) .

Preuve. (a) Facile a voir.

(b) Immédiat grace au diagramme (3).

Remarque 1.24. L’inclusion £(I1;) C £ [II;] est stricte. En effet, soit T ={z € C: |z| = 1}
et F' € Ly (T) une fonction non bornée. Soit la forme bilinéaire 7' : C'(T) x C'(T) — K

définie par
2m 2w

T(f,g)z//F(ﬂf—y)f(fv)g(y)dxdy-

0 O

Les opérateurs linéaires correspondants & 7" sont :

2w

Vf € C(T):T(f):/F(x— y) f(x)de = Fx f € L (T)

Vg € C(T /F x—y)g(y)dy=Fxge L (T),
0

ils sont 1-sommants car se prolongent en opérateurs bornés : Ly (T) — Ly (T). Donc T €

L[] (C(T),C (T);K). Supposons que T' € L(II;) i.e., que T' admet une factorisation
T=A (ul, U,Q)

ouu; € II; (C(T),G;) . Comme T; commute aux translations, on peut supposer qu’il en

est de méme pour u;. Alors u; = vjoi ol i est I'identité : C' (T) — Lq(T) et v; est borné :

26



L(T) — G;. Alors T = A (vy,v,) (i,4) = B(i, ) et cela implique que T' = Bo (i®1i) on

B: L (T)®:L; (T) = Ly (T?) —» K.

Donc, la fonction (x,y) — F(x — y) est dans L°°(T?), ce qui contredit I’hypothése.

1.5.3 Opérateurs multilinéaires multi p-sommants

Une autre définition a été introduite indépendament par Mario C. Matos [Mat02]
(sous la terminologie : operateur multilinéaire fully sommant) et par Bombal, Peréz-
Garcia and Villanueva [BGV04], suite a la question de Pietsch sur les cas des opérateurs
absolument (p; p, ..., pm)-sommants qui coincident avec les opérateurs multilinéaires de

Hilbert Schmidt (qui seront introduits plus loin).

Définition 1.25. Un opérateur m-linéaire 7' : X; X ... X X,,, — Y est dit multi p-

sommant (1 < p < 00), s’il existe C' > 0 telle que pour tous %a ,xfn €eX;(=1..m),

().~

On note IT;* (X1, ..., X;r,; Y'), Uespace de Banach des opérateurs m-linéaires multi p-sommants,

muni de la norme 7 (T) = inf {C : C vérifie (1.15)} .

N1y sMm

CY e <]

21,..,tm=1

(1.15)

ln w (X])

Cette classe d’opérateurs ne vérifie pas I’analogue du théoréme de Pietsch, mais c’est
une bonne généralisation des opérateurs linéaires p-sommants car elle conserve plusieurs
propriétés du cas linéaire :

(1) C’est un idéal d’opérateurs m-linéaires bornés.

(2) Le théoréme de Grothendieck se généralise : si les X; (1 < j < m) sont des espaces

L1 et Y un espace de Hilbert on a

(X1, ooy X V) = L(X1, eery X Y.
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(4) Siles X; sont des espaces de Hilbert, alors ITJ'( X1, ..., X;,; Y') coincide avec I'espace
des opérateurs m-linéaires de Hilbert Schmidt.

(5) Les espaces X; (1 < j < m) sont des espaces L ssi, tout opérateur multi 1-sommant
est intégral.

(6) L’opérateur m-linéaire T est multi p-sommant ssi, son extension d’Aron—Berner
AB(T) @ X" x .. x X} — Y* est aussi multi p-sommante. Pour la définition de
I'extension d’Aron—Berner voir [GVill03].

(7) Théoréemes de composition [GVill05] .

Remarque 1.26. Soient X, ..., X,,,Y des espaces de Banach. On a
LH( X1, X V) CINN X, o, X3 Y.

En effet, soit T' € L5( X, ..., X;n; Y). D’apres la factorisation des opérateurs multilinéaires
p-dominés,

T=A(ug, .., Upy)

ot les u; sont linéaires p-sommants. Alors

ny,..,Nm ni,...,Nm

(S T @l eam) 5= S0 A @ (21 oo tim (22 ) |P)5

i1,eeytm=1 21,eeytm=1
N1y sMm

ALY [ G 1) [

i15erim=1

AN o ()P (D2 [ (2]

i1=1 im=1

1),

= A ] [ () H
j=1
1.5.4 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants

'd \

: ln w(XJ)

Dans le cas linéaire, un opérateur u : X — Y est faiblement compact ssi, son biad-
joint u** est a valeurs dans Y. Si un opérateur multilinéaire 7" : X; x ... x X,, — Y est

faiblement compact, alors son extension AB (T') est a valeurs dans Y. Dimant [Dim03]
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a introduit les opérateurs multilinéaires fortement p-sommants pour montrer que la réci-
proque de derniére propriété n’est pas vraie. De plus, ces opérateurs vérifient I’analogue

du théoréme de Pietsch et forment un idéal de Banach.

Définition 1.27. Soit 1 <p < oocetT € L (X1, ..., X;n;Y). L'opérateur T est fortement
p-sommant s’il existe une constante positive C' telle que pour tous ﬁ, € X, (5=

1,...,m)

(ZHT (:L’},,:Uf”)“p)% <C sup (Z‘@(mg,,xrﬂp)% (1.16)

««««« Xm) =1

La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X; x ... x X,, dans Y,
notée L(X1, ..., X;m;Y), est un espace de Banach pour la norme ||T'| ., qui est la plus

petite constante C' telle que 'inégalité (1.16) soit vérifiée.

Théoréme 1.28 [Dim03]. Soit T € L (X1, ..., X.n;Y). Les affirmations suivantes sont
équivalentes.

(i) L’opérateur T est fortement p-sommant.

(4i) 1l existe une mesure de probabilité de Radon p sur (Br(x,,.. x,,),w") et une constante

positive C > 0 telle que pour tout (z*,...,2™) dans X; X ... x X,,, on a

|7 (2", < ([ p,

On note que l'espace L2(X7, ..., X;,; Y) est un idéal de Banach . On a aussi
II,0 L(X1,.. X Y) C LV (Xy, ..., X3 Y).

Proposition 1.29. Soit T € L (X1, ..., X;n;Y).
(1) Si T est p-sommant, alors T est fortement p-sommant.

2) Théoréeme de Grothendieck multilinéaire : si les X; sont des espaces L1 et Y un espace
j
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de Hilbert, on a pour tout 1 < p < 0o
L(X1,0 X Y) =L (X, o, X3 Y).

Preuve. (1) Facile a voir.
(2) On note que X, Rn...0x X, est un espace L1 ; d’apres le petit théoréme de Grotendieck

, T est p-sommant puis on conclut par (1). W

1.5.5 Opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt

La définition des opérateurs de Hilbert Schmidt a été introduite par Dwyer [DwyT71],
et étudiée par plusieurs auteurs notammant Pietsch dans [Pie83]. L’idée a été inspiré
de la norme de Hilbert Schmidt d’un opérateur linéaire 7' sur un Hilbert H, qui est la

somme des ||T'(¢;)]|> ou (e;) est une base orthonormale de H.

Définition 1.30. Soient Hy, ..., H,,, H des espaces de Hilbert. L’opérateur multilinéaire
T:Hy x..x H,, — H est de Hilbert-Schmidt si

Z HT<ei17"'aeim)H2 <00

1 m
61-1 6117---7€,'m€]m

ol (eij)ije I est une base orthonormale de I’espace H;. Noter que cette quantité ne dépend

pas de choix de la base orthonormale. La norme de Hilbert-Schmidt de T" est

ITlgs=C > ||T(eh, er)|[")2

1 m
€ EIl,...7eimEIm

Comme dans le cas linéaire, I’espaces des opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt

Lus(Hi, ..., Hy; H) est un espace de Hilbert space dont la norme ||.||, ¢ est induite du
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produit scalaire suivant

(r,.8)= Y @@WﬁmE@fﬁﬂy

1
e%-1 611,...,6;% €l

Définition 1.31 (Produit tensoriel de Hilbert). On peut munir le produit tensoriel algé-
brique H; ® ... ® H,, du produit scalaire défini par
Vh=(h® .. @hy), k= ®.. Qkpn) € Hi @ ... @ Hy : (h k) =[] (b, ks) -
j=1
On note ||.||, la norme correspondante et H;®s...80,H,, 'espace de Hilbert complété.

Rappelons que cette norme est raisonnable et vérifie
e(v) <ol <m (v), (1.17)

pour tout v € Hy ® ... ® H,,. Soit (ekj) une base orthonormale de H; (1 < j <m).

k:jelj

On peut voir sans difficulté que le systéme

{er, ® ... ®ex,, } kjel;

1<j<m

forme une base orthonormale de H;®s...,H,,. La proposition suivante devient donc

immeédiate.

Proposition 1.32 [Mat03, Proposition 5.10]. Soient Hy, ..., Hy,, H des espaces de Hil-
bert. Les deux propréités suivantes sont équivalentes.

(1) Lopérateur T est dans Lyg (Hy, ..., Hp; H) .

(2) L’opérateur Ty est dans Ly (H1®2...®2Hm; H) , (TVQ est lextension de T sur lespace
H,®y...8:H,,).

Remarque 1.33. Dans le cas m = 1, toutes les définitions précédentes coincident avec

la définition des opérateurs linéaires p-sommants.
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Chapitre 2

Relations entre différentes classes

d’opérateurs multilinéaires

L’objet de ce chapitre est de comparer les différentes classes d’opérateurs multili-
néaires citées au chapitre 1. Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement sommants y
joueront un role important : beaucoup de propriétés du cas linéaire sont conservées, il
sera utile de les énoncer dans le langage des idéaux. Dans le cas des opérateurs multili-
néaires sur des espaces £, on établira de bonnes relations entre les différentes notions.

David Perez Garcia a étudié une bonne partie de ces comparaisons.

2.1 Les opérateurs Cohen fortement p-sommants

2.1.1 Cas linéaire

Soit u : X — Y un opérateur linéaire entre espaces de Banach. On définit I'opérateur
adjoint de w par u* : Y* — X* tel que u* (v*) : X — K, u* (v*) () = v* (u(z)) =
(u* (y*),z) = (y*,u(z)). Dans [Pie67] Pietsch a montré que l'opérateur identité de [y
dans Iy, qui est 2-sommant, a un adjoint qui n’est pas 2-sommant. Afin de caractériser

les adjoints des opérateurs linéaires p-sommants, J. S. Cohen dans [Coh73] a introduit
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le concept suivant : un opérateur u entre espaces de Banach X, Y est Cohen fortement
p-sommant (1 < p < 00) s'il existe une constante positive C' telle que pour tout n € N,

1y, € X etyl,..,yr €Y* on a

n

Dl i) i)l < CQ_ )7 sup (47 (v)

=1 =1

- (2.1)
r

La plus petite constante C, notée d,(u), telle que I'inégalité (2.1) a lieu, définit la norme
fortement p-sommante sur ’espace de Banach D,(X;Y") des opérateurs Cohen fortement
p-sommants de X dans Y. Pour p = 1, l'espace D;(X;Y") coincide avec B(X;Y'), 'espace

des opérateurs bornés de X dans Y.

Résultats linéaires (RL).(cf.[CohT73])
(a) D,(X;Y) est un idéal de Banach dans B(X;Y).
(b) D« (X;Y) # 11, (X;Y) en général.
(c) Soit u : X — Y u e I, (X;Y) si, et seulement si, u* € Dy« (Y*; X*) et 7, (u) =
dy (u*).
(d) Théoreme de factorisation de Pietsch est vérifié.
(e) u € Dy(X;Y) si, et seulement si, u™* € D,(X**; Y™*).
Inclusions
(f) Dp, (X;Y) C Dy, (X5Y) pour py 2 po.
(g) Tout opérateur u € D,(X;Y) est faiblement compact, i.e., D,(X;Y) C Tyy(X;Y).
(h) Soit 1 <p < oo; I, (X;Y) C D, (X;Y) lorsque X est un espace L.
(1) Soit 1 < p <o00; Dps(X;Y) CII, (X;Y) lorsque Y est un espace L,.
Coincidences
(§) D, (Hy; Hy) =11, (Hy; He) = Lys (Hi;Hy), 1 < p < o031 < ¢ < o0, lorsque H; et
H, sont des espaces de Hilbert.
(k) Soit 1 < p < o00; Dp=(X;Y) =11, (X;Y) lorsque X est un espace Ly« et Y est un

espace L,.
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2.1.2 Cas multilinéaire

La version multilinéaire a été introduite par Achour et Mezrag dans [AMO7]. Elle
conserve la plupart des propriétés des opérateurs linéaires : le théoréme de domination
de Pietsch, la caractérisation des opérateurs adjoints, et une bonne relation avec les autres

notions d’opérateurs multilinéaires sommants.

Définition 2.1. Soient m € N et X;,Y des espaces de Banach (j = 1,...,m). Un
opérateur m-linéaire T : X; X ... X X,,, — Y est Cohen fortement p-sommant, 1 <

p < 00, 8’il existe une constante positive C' telle que pour tout :U{, ., ) € X; et tout

yr, . yr €Y,
> UT (ahy s a?) sy | < CCZ TT 2[5 )P sup i @), - (2.2)
i—1 1=1j=1 yEBy P

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X; x ... x X,,, dans

Y, notée D'(X1, ..., X;n; V), est un espace de Banach pour la norme

d(T) = inf{C vérifiant 'inégalité (2.2)}.

P
Pour p =1, on a D*( Xy, ..., X;; Y) = L( Xy, ..., Xp; V).

Proposition 2.2. L’espace D} (X1, ..., Xm; Y) est un idéal de Banach dans L( X1, ..., X Y).
1.€.,

(1) Propriété d’idéal. Si T € Dy (X1, ..., X;; Y) et u; € B(Gy;X;), v € B(Y;Z), alors
voT o (uy,...,;un) est dans Dyt (G, ..., Gp; Z) et

dy (Vo T o (uy,...;upm)) < vl dy (T) [Juall ... [[tm]] -

(2) L’espace D;”(Xl, ey Xm3 Y') contient tous les opérateurs m-linéaires de rang fini.

(3) §i A K™ — K; A(A1, .o, Am) = A1 Ay, alors d7 (A) = 1.
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Preuve. On vérifie seulement (2), pour les autres propriétés voir [AMO7]. Il suffit de

montrer la propriété pour les opérateurs de la forme T'=27 ® ... ® 2}, @y

S OUT (2l y)] = Z |25 (1) o, (@) [ (y, yr)| d’apres Holder
=1

< Zm |p%2|yyl 7y
ci ﬁ I sup )l

i=1j=1

Do, T € Dy (X1, .., X3 V) et d (T) = [lyl| T I|3]]-

2.1.3 Représentation tensorielle

Soient X1, ..., X,,,Y des espaces de Banach. Soit X; ® ... ® X,,, ® Y* leur produit
tensoriel algébrique. Pour tout u dans X; ® ... ® X,,, ® Y* on définit

—3

gy (1) = mf{&

=17

I271%,)» 7 1@ e y*)} (2.3)

1

n

ou l'infimum porte sur toutes les représentations de la forme u = Z Tl Q.. Q1" QY.

i=1
Sim =1, g, s’appelle la norme de Chevet-Saphar (cf.[Rya0l1]). Si p1,...,pm € [1, 0]

verlﬁent et Il), alors

gp (u) = inf {H H (xf) Hzgj (X;) (i) zg,;w(y*)} . (2.4)

En effet, a partir de cette définition on obtient (2.3), en remplagant xf par (xf )

L’inverse est immeédiat par I'inégalité de Holder généralisée.
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Proposition 2.3. Soit p € [1,00].
(1) g, est une norme tensorielle raisonnable.

(2) Pour tout u dans X; ® ...® X,, @Y™, on a

(3) On a aussi g1 = .

(4) Si l’espace Y est de dimension finie, alors g, = m, pour tout p > 1.

Preuve. (1) Facile a vérifier.

(2) Pour tout v dans X; ® ... ® X, ® Y* tel que u = lel ®..Qz"®ys, ona

=1
1

Zﬂﬁl )y ()
< sup|\xf||:1,nymn:1<2 21 () ., <xr>|p>%<z v ()
< (T )P o)

=1 j=1
Cette inégalité est vérifie pour toutes les représentations de u, par conséquent, € (u) <

9p (u) -

Par définition,

e(u) =

} d’apreés Holder

2y

ZHH:HHX %Zum oh#

=1 j=1

1 1
m pj m p*
| | o1 ||y I I || ||vi

- J|| ) et y; par (y;k —

)

En remplagant dans I’écriture de u les xi par (a:i

*

Yi

avec pi, ..., Pm € [1,00] vérifiant - + o %. On trouve g, (u) < 7 (u).
(3) Immédiate.
(4) D’apreés [DJT95, Page 33], on a ||(y;*)\|l;;*(Y H(y,L)Hlnw . i

*(Y*)

Notation. On note X 1®gp...®ngm®ng* I’espace complété pour la norme gy,.
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Proposition 2.4. Pour tout Xi,...,X,,,Y espaces de Banach, on a l’identification iso-
métrique

DM (X1, oo X3 V) = (X1, .09, Xin®4, Y ).

Preuve. Soient 1 <p <occet T € D' (Xy,...,Xp;Y) . Soit u € X1 ® ... ® X;,, @ Y tel
que

u:2x§®...®x;"®y;‘.
i=1

L’action de T sur u est donnée par

n

(Tyuy =T (u) = Z <T (%17 ,a:;") ,y;-k>,

=1

ce qui donne

7 @)l < d7 () O TTIED I 1wl

i=1 j=1

En prenant I'infimum sur toutes les représentations de u, on trouve

T (u)| < d (T') gp (u).

Donc

*

T € <X1®gp~--®ngm®ng*) 5

et |7, <dy(T).
Inversement, soit 1" € (X1®gp...®ngm<§>ng*)*. Soient (a:z):;l C Xjet (y), CY*~

T() zl®..0x"ey)

i=1 i=1
< |Tl, 9O rt @@ ®y;)
=1
< AT, D TT D ) 10 ey -

i=1 j=1
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Par un argument simple, on trouve que T' € D) (X1, ..., X Y) et 47 (T) < T, . W

1

Remarque 2.5. Soient py, ..., p,, € [1, 00| vérifiant pil +ot oo

= %. D’aprés la deuxiéme

écriture de g, (2.4), la définition (2.1) devient

1

<c[I>: H(#)H?ﬁ)?j;&p 1(y; ()]

j=1 i=1

l;}* :

z"; {<T (le, ,x;”) ,yz*>

Corollaire 2.6. Soient X1, ..., X,, des espaces de Banach et Y un espace de Banach de

dimension finie. Pour tout p > 1
D;”(Xl, ey Xy Y) = L(Xq, .., Xy V).
Preuve. Par l'identification
L(X1yos X3 V) = (X1 @587 X8, Y ™)

et la Proposition (2.3) (4), on obtient le résultat. W

2.2 Connexion avec les opérateurs adjoints

Soient X7, ..., X,,,Y des espaces de Banach. Si T' € L( X, ..., X,,;Y), on définit [’ad-
joint de T':

T YV* = L( Xy, ooy Xon), v = T (y") : X1 x .. x X, = K
par T* (y*) (z!,...,2™) = y* (T (z',...,2™)) (K =R ou C).

Une question naturelle se pose concernant la relation entre les opérateurs multilinéaires
et leurs adjoints pour les différentes classes de sommabilité. Si X7, ..., X, sont des espaces
L+, Y est un espace de Hilbert et T' € L( X1, ..., X;; Y), Pellegrino et Souza [PSou05] ont

montré que, si T est persque sommant, alors 7" est (1,2)-absolument sommant. Dans
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ce paragraphe, on montre que 7" est un m-linéaire Cohen fortement p-sommant si, et
seulement si, son adjoint 7™ est un opérateur linéaire p*-sommant. D’autre part, si T
est un opérateur Cohen fortement p*-sommant, alors 7" est un opérateur multilinéaire

fortement p-sommant.

Théoréme 2.7. Soit 1 < p < oo. Soit T € L(Xy,.... X;Y) et T* son adjoint. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) L’opérateur multilinéaire T est Cohen fortement p-sommant.

(b) Il existe une probabilité de Radon u sur By« telle que, pour tout (z',..,z™) €
Xy x...x X, et tout y* € Y*

}<T (a:l, ...,xm) ,y*>

<CIL @, 19"l - (2.5)

(c) L’opérateur adjoint T* est p*-sommant.
De plus
d)' (T) = mp« (I'™") = inf {C vérifiant (2.5)}.

p

Preuve. L’équivalence entre (a) et (b) voir [AMO07].
(b) implique (c). Supposons que 7T vérifie (2.5). Alors

IT G = swp [T ) (@ a™) | < A (T ([ P du(y™)7.

flat . am <1

v ()

D’apres le théoréme de domination de Pietsch sus cité,

T* € 1y (Y5 £ (X1, .0 X)) et mpe (T7) < d7 (T).
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(c) implique (b). Supposons que T* € my« (Y*; L (X1, ..., X;)). Nous avons

|<T($1,...,J}m),y*>| = |T* (y*) (mla"'7$m)|

m
< T O] 1271
j=1

En utilisant le théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs linéaires p*-

sommants, on trouve

m 1

(1) H |$]” fBY** y >y du(y*))er .

(T (@ a™)

On conclut, par I'inégalité (2.5), que T" est Cohen fortement p-sommant et d (7)) <
7Tp* (T*) .

Corollaire 2.8. Soit Y un espace de Banach tel que Y* est de cotype 2. Alors
Dy (X1, o0, X3 V) = DN (X0, oo X3 V),

pour tout 2 < p < oo. En particulier, pour tout espace de Hilbert H et 2 < p < oo
Dy (X1, ooy Xy H) = DN (X4, o, Xy H).

Preuve. Dans le cas linéaire, Maurey a montré que si X est de cotype 2, alors I, (X; Z) =

I1, (X; Z) pour tout espace de Banach Z et 1 < ¢ < 2. Comme Y™* est de cotype 2, on a
IL (Y5 L (X, o, X)) =1, (Y5 L( Xy, o, X))
Le Théoréme (2.7) termine la démonstration. W

Théoréme 2.9. Considérons 1 <p<ocoetT € L(X1,...,Xpn;Y). Si T* est un opérateur

linéaire Cohen fortement p*-sommant, alors T € LP( X, ..., X;n; Y).
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Preuve. Supposons que T* est Cohen fortement p*-sommant. D’aprés (2.1)

M s (Y (@)

P
PEBL(Xy 0 Xm) =1

ST )2 < e (T7) (3

Soient maitenant z7, ...,z € X; (1 < j < m). On considere la forme linéaire z;; X ... x 27" :

L (Xy,..., X;m) — K définie par

On obtient
S ORT (ah o)y = (ah x oxca T (y7))]
i=1 =1
n n 1
w1 m =
< dpe (MO My IP) sup O |@ (ak 2"
i=1 qDEBL(Xl ,,,,, Xm) =1
Alors

O _IT (2}, aIF)r
=1

= sup{

1
< dp (T7)  sup (Y 1@ (), 2,

n

> (T (ah o), ui)

=1

) < 1}

done, T' est fortement p-sommant et ||T||» < dp- (7). B

2.3 Interprétation de multi-idéal D" par la méthode
de composition

Dans cette section on montre que I'idéal des opérateurs multilinéaires D" s’interprete
par la méthode de composition & partir de I'idéal linéaires des opérateurs Cohen fortement
p-sommants et qu’il contient I'idéal multilinéaire £ (D,,, ..., D,,,) avec pil + ..+ i =

1
o
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On commence par le résultat suivant qui consideére la clé de de la démonstration.

Lemme 2.10. Soit 1 < p < o0. Soit T : X1 X ... x X,,, = Y un opérateur multilinéaire
et T : X1®,...0.X,, — Y sa linéarisation. Alors les deuz propriétés suivantes sont

équivalentes.
(a) L’opérateur T' appartient a D}'( Xy, ..., X;n; Y).
(b) L’opérateur T appartient @ D, (X1<§>,r...<§>ﬂXm; Y).

Preuve. Tout d’abord, on remarque que 'opérateur adjoint de T est T D’apres le
Théoréme (2.7), T' € D (X1, ..., X;m; Y) si, et seulement si, T* € mp- (Y L (X4, ..., Xin)),
donc, d’apres la propriété (RL)(c), si, et seulement si, T e D, (X1(§>,r...®,,Xm; Y), puisque
L(X1,...,X,,) est le dual de X,®;..0,X,,,. N

Un des principaux résultat de cette partie est le théoréme suivant.

Théoréme 2.11. L’idéal multilinéaire D} est engendré par la méthode de composition

a partir de l'idéal linéaire D, i.e., pour tout Xy, ..., X,,,Y espaces de Banach on a
D) ( X1y X3 Y) = Dy o L(X1, o, X3 V). (2.6)

Preuve. Soient Xi, ..., X,,,Y des espaces de Banach. Si " € D, o L( X, ..., X;,;Y), il
existe un espace de Banach Z, un opérateur linéaire v € D, (Z;Y) et un opérateur

multilinéaire A € L( X7, ..., X;n; V) tels que
T =wuo A.

D’apres (RL)(c), u* est p*-sommant, donc pour tout (z!,....,2™) € X; X ... x X,,, et
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y*€Y* ona

|<u oA (xl, ,:L‘m) ,y*>

= (A (2" 2™t ()]

FANTT =2l iy
i=1

IA

et par conséquent, T' = u o A appartient & D} (X, ..., X;n; V).
Pour I'inclusion inverse, soit 7" € D}(X1, ..., X;,; Y). D’aprés le Lemme 2.10, T est dans
D;n(X1®,r...®7er; Y). Comme T = foim, ol i,, est 'opérateur multilinéaire canonique,

donc T" appartient & D, o L( X7, ..., X;5,, Y') ce qui termine la preuve. W

Corollaire 2.12. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) L’espace Y est de dimension finie.

(2) Pour tous espaces de Banach X1, ..., X,
DXy, oo X3 V) = L(X1, oo, X V).
(3) Lidentité idy € D,(Y;Y).

Preuve. (1) = (2) Corollaire (2.6).
(2) = (3) Comme DJ(Xy,..., Xpp;Y) = Dpol(Xy, ..., Xpp; V) pour tout Xy, ..., X, la
Remarque (1.13) entraine

idy € Dy(Y;Y).

(3) = (1) L’operateur idy+ est alors p*-sommant, ce qui entraine que idy+ = idy+ 0 idy=
est compact (par composition de deux opérateurs faiblement compacts et complétement

continus). Alors idy est aussi compact, donc Y est de dimension finie. W

Corollaire 2.13. Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants sont fai-

blements compacts.
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Preuve. Dans le cas linéaire, pour tout p > 1 D, (X;Y) C Zy (X;Y) (RL(g)), d’ou le

résultat d’apres la décomposition (2.6) et la Remarque 1.11. W

Corollaire 2.14. Soient X1, ..., X,, des espaces de Banach et Y un espace de Banach
reflexif. Alors, les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants de X1 X...x X,,

dans Y sont compacts.

Preuve. D’aprés le Théoréme 2.11, il existe un espace de Banach Z, un opérateur linéaire

u € D, (Z;Y) et un opérateur multilinéaire A € L£(X7, ..., X;,;Y) tels que
T =wuoA.

Il est bien connu qu’un opérateur p-sommant défini sur un espace reflexif est compact. Par
conséquent, un opérateur fortement p-sommant est compact quand son espace arrivé est
reflexif, i.e., u est compact. Par la factorisation des opérateurs multilinéaires compacts,

nous pouvons conclure que 7" est compact. W

Corollaire 2.15. Soient Hy, ..., H,,, H des espaces de Hilbert. Alors
LHS(Hla ceey I‘Im7 H) g D;n(Hl, ceey Hm, H)

Preuve. On a le diagramme suivant

H x..xH, 5 H
iml j:‘ZT

)

~ ~ '2 ~ ~
Hi®y.. @ H, - H®s. QH,.

ou 72, est I'inclusion naturelle et Tg est extension de T’ sur H®s5...89H,,. On a

T:TQOign.
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Par (RL(j)), T est Cohen fortement p-sommant pour tout p > 1, car Ty est de Hilbert-
Schmidt d’aprés la Proposition 1.32. Donc T est Cohen fortement p-sommant par le

Lemme (2.10). W

Remarque 2.16. Contrairement au cas linéaire, I'inclusion du corollaire précédent est

stricte. En effet, considérons 'opérateur T': H x H x H — H défini par

T (2,y,2) = (r,y)u(z),

ot u € D,(H;H) (ie., u est de Hilbert-Schmidt). L’opérateur 7" est Cohen fortement

p-sommant. En effet

n

Z! @iy 2) 9| = D 1wy u (20) 7))

< dp(u) ZH (i, i) Zzllp)f’yseup 1€z i,
< dy(u) (Z(H%H gl Wl:11)7 )pyseup 1€z s, -

Vérifions que T n’est pas de Hilbert—Schmidt. En effet

Z HT<€’€17€1€21€1€3)”2 = Z H<€k17€k2>u(€k3)”2

ki1€l,koel k3el ki1€l,kocl k3el

= > em o) luter)I?

ki1€l,ko€l k3el

= >N llulewy) I llexa

ko€l ksel

= llulfes D llewll* =

kocl

Corollaire 2.17. L’idéal multilinéaire D))" est symétrique.

Preuve. Soient X, ..., X, Y des espaces de Banach. Soit 7" € DJ'( X1, ..., X;n; Y). Comme
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ng—ZfoimoazTo(—Zimoa) €DyoL(Xy,..., X;;Y).

o o

D’ou le Corollaire. N

Théoréme 2.18. Soient X7, ..., X,,,Y des espaces de Banach et py, ..., p, € [1,+00]| tels

que pil + ..+ i = %. Alors

L(Dpys s Dy, ) (Xuy s X3 YV) S D)X, oy, X V).
La démonstration utilise le lemme suivant.
Lemme 2.19. Soient u; € D, (X;;Y;) tels que pil + ...+ pi = ]l?_ Alors

U Ry oo R Uy, X1y @r Xy — Vi@ @1 Yo,

est Cohen fortement p-somment.

Preuve. Sans restreindre la généralité, on va montrer la propriété pour deux opérateurs.

Soient u; € D, (X1;Y1),uz € Dpy(X1;Ys) tels que - + p% = %. On définit I'opérateur

p1
bilinéaire 1, X us : X7 X X9 — Y1®, Y5 par

U X Uy (Z)’Jl, CL’Q) = U1 (ZE‘I) X uo (ZEQ) .

Comme u; ®, uy est Popérateur linéarisé de u; X us il suffit, d’aprés le Lemme (2.10), de

Voir que u; X us est dans Df)(Xl X X5, Y1®,Y5).
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Soient (z}) C X1, (22) C Xy et §; € (Vi®,Y2)* (1 < i< n).

Z|U1><U2 x,27), P = Z|U1 ) @us (), &5

O ;1 (a2) V1 = Ky = 95, (02) (4) = i (4, ua (27)). Comme wy € Dy, (X415 Y1), alors

Z](ulxu2 i, 77)  8y)|
=1

pf L
< dyy (1) [ @)l () SOy 1 Z )7

=1

zug

IN

Z)‘ZSOz Y1, Uz (T ))

=1

dpy (u2) 1)l (x,) SUP =1 SUP) ) g =1

Nous allons maintenant s’intéresser a la quantité

1801 y1>

'LSO'L y17 u2 ‘

Comme 'opérateur us est dans D,, (Xs; Y2), alors

Z Nipi (Y1, ug (373))'

w*"“

IN

dp, (u2) @)1y (x,) suP ( Z\Az%yl (12)]™)?

lly2ll=1 =1

Y

Z Ai 057,901 Y1, y?)

=1

dp, (2) (@)l (x,) sup sup

=1 1@l =1

puisque

{(O[ZAl) [ (az) € Blgl’ ()\Z) € B%} C Bl;z.
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Cela implique

sup | Y ki ()| < sup [ (1)
1A g, =1 Ti=1 G0l =1 | =1
(i)l =1

n .
< O leilyny)l")r.
=1

De plus, By, ® By, C By,3 vy, entraine

. NS S NS
sup () le,(yr,p2)|P )" = sup O 1 @ ya)I)7"
lyjll=1 =1 ly1@y2llpy, @y, =1 =1
j=1,2

- o L
< sup O 1@ @ ya) )" (2.8)
||y1®y2HBY1® v, | =l
n _ .o 1
< s (o[BI
HUHBY1®7TY2:1 =1
de (2.7) et (2.8) on obtient comme conclusion
> Hur x up (x},22), 3|
i=1
1 2 ~
< dp, (u1) dp, (u2) ||(93i)||lgl(xl) ||(37i)||132(x2) Hngsup » 1(2)] m,
Y187 Yo

Ainsi se termine la démonstration grace a la Remarque 2.5. W

Preuve du Théoréme 2.18. Soit T' € L(D,,,...,D,,,) (X1, ..., X;n; Y). Alors il existe

des espaces de Banach G;, u; € D, (X;;G;) et un multilinéaire A tels que

T =AUy, ... uny) .
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Il est facile de vérifier que 1'opérateur f, le linéarisé de T, est
f:floul R ee Qp Uy,

ot X1 @@ X 11 Em Gt G1®y...0,G,p Ay D’apres le Lemme 2.19, T est Cohen

fortement p-sommant. Cela entraine que T' € D}}(Xy, ..., X3 V). W

2.3.1 Conséquence : le Théoréme de Bu multilinéaire

Dans [Bu03], Q. Bu a généralisé un résultat de [Coh73, Théoréme 4.2.2.(ii)] pour
1 < p,q < oo et H un espace de Hilbert au lieu de p = ¢ = 2,

II, (H;Y) CD,(H;Y).

La version multilinéaires a été démontrée par Achour et Mezrag en remplacant les opéra-
teurs p-sommants par les opérateurs m-linéaires p-dominés, et en utilisant les inégalités
de Kahane et de Khintchine généralisées. On redémontre ce théoréme en employant la

technique des idéaux.

Théoréme 2.20. Soient 1 < p,q < oo; Hy, ..., H,, des espaces de Hilbert et Y un espace
de Banach. Alors

Preuve. Soit T' € LY(Hy,...,Hy;Y). Il existe u; € 11, (Hj; Z;) et A € L(Z1, ..., Zpm;Y)
tels que T = A (uq, ..., u) . D’aprés le théoréme de Bu cas linéaire, u; € D, (H;; Z;)
pour tout 1 < ¢ < oo. On choisit py,..,p, > 1 tels que pil + ...+ [% = %. Comme
u; € Dy, (H;, Z;) donc

LH(Hy, ..., Hp ) Y) = L(11,) (Hy, ..., Hy)Y) C L(Dyy, ..., Dy,,) (Hy, oo, Hy YY),

et le Théoréeme 2.18 acheve la preuve. W
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2.4 Les opérateurs m-linéaires définis sur des espaces
Ly

Cette section a pour but d’étudier le rapport entre les classes d’opérateurs multi-
linéaires Cohen fortement p-sommants, multi p-sommants et fortement p-sommants au
sens de Dimant agissant sur des espaces L£,. On prouvera que II7: (X7, ..., X;;Y) est
inclus dans D} (X, ..., X;n,; V) , lorsque les X (1 < j < m) sont des espaces £,. Si de
plus Y est un espace L, on verra que ’espace des opérateurs m-linéaires fortement

p*-sommants contient les deux derniers espaces.

Commencons par rappeler la définition des espaces £, 5, introduite par Lindenstrauss
et PeLczynski dans leur article : " Absolutely summing operators in L,-spaces and their
applications". Soient 1 < p < oo et A > 1. Un espace de Banach X est dit espace L)
si pour tout sous espace de dimension finie £ C X il existe F' C X contenant F et un

satisfaisant |lul| |u™!|] < X. On dit que X est un espace

isomorphisme v : F' — lgimF

L, si c’est un espace £, pour un certain A > 1. Soit (€2; ) un espace mesuré; pour

1 < p < o0, les espaces de Lebesgue L, (1) sont des espaces L,. L'espace C (K) des

fonctions continues sur un compact K est un espace L.

Définition 2.21 (Sous espace complémenté). Soit X un espace de Banach et Y un sous
espace fermé de X. On dit que Y est complémenté dans X s’il existe un sous espace fermé
Z tel que

X=YpZ

Le sous espace fermé Z s’appel le complément de Y.

Théoréme 2.22. Un sous espace fermé Y d’un espace de Banach X est compémenté

dans X si, et seulement si, il est l'image d’une projection continue de X.

Exemple 2.23. (1) Tout sous espace fermé d’un espace de Hilbert H est complémenté
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dans H.

(2) Les [} sont complémentés dans [,.

Proposition 2.24 [Bou 81]. (1) Si 1 < p < oo et X est un espace L,, alors X est
isomorphe & un sous espace complémenté dans Ly, (1) .

(2) Si X est un espace L1 (resp. L), alors X** est isomorphe a un sous espace complé-
menté dans Ly () (resp. C (K)).

Inversement, si X est un sous espace complémenté dans L, (1 < p < o0), alors X est

un epace L, ou bien isomorphe a un espace de Hilbert.

Proposition 2.25 [Bou 81]. (1) Si X est un espace L, 5 pour tout X > 1, alors X est
un Ly (1) -
(2) Tout espace de Hilbert est un espace Lo pour tout A > 1.

Proposition 2.26. Soient ri,....,r,, € N* et 1 < p < oc0. Soit T' un opérateur multili-

néaire de l;l X ... X l;’" dans Y. Alors

L]

Preuve. Soit (ekj) . la base canonique de l;j (1 < j <m). Nous avons

k;
T1ye-sTm
L
( Z ”T(ek17"'7€km) P )p*
k1, km=1
m L]

IN

an (] sup (O Jas (ex)[7)7" =72 (T).

12 =1

o1
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Soient 7, ..., 27 dans I/ (1 <j<m) don ! = Z aij’iekj. Pour yj, ...,y dans Y*,

kj=1
n
D T (xhs ) )]
=1
n T1yeeesTm

\g
(]

|<T (a,ﬁhiekl, . aZ’“m’iekm) ,y;‘>

|a11€1,i“'aznm,i‘ ’<T (ekn ERRS) ek'rn) >yz*>‘ .

|'M
N

S NT (a2l yp)]
=1
n T1yeeey Tm T1yeeny Tm
< S0 b NP0 ST U (e en,)  y) )
171 k1 ..... km=1 ki, km=1
= ZHIWH Z (T (ekyy oo ) 1) P )5
=1 j=1 k1yeeskm=1
Par un simple argument,
< ZHWH% Z 1T (€rys o ern) IIP)7 sUD [[(57 (®)) 10,
i=1 j=1 Ki,..., km=1 yeBy r
< ZHH@”H ’ sup 1CwF @), -
=1 j=1

Ceci implique d; (T') < 7 (T) .
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Sip=o00,0na

ZI(T(JJ%, i)yl

T15ee5Tm
< sup sup ‘akll akml Z Z T (€kys s €hn) s Ui )
1<i<n kiyeeokm 1 by =1
T1yeeyTm
= (D IT (e msena) ) sup (1G5 ()l
1<i<n P yEBy
< WT(T sup Hux 50 1)l

1<i<n
On obtient dZ (T') < 7" (T'), ce qui achéve la preuve. W
Le théoréme suivant généralise le résultat de Cohen linéaire (RL (h)).

Théoréme 2.27. Fizons m € N*. Soient 1 < p < oo et X; (1 < j < m) des espaces

L, pour un A > 1. Alors
I (X, oo, Xy V) S D (X, o, X3 YY) et A (T) < i (T) A™

Preuve. Soient n € N*; ], ..., 2J dans Xj et T € I (X4, ..., X;,; V). Comme X est un
espace L, , il existe un sous espace de dimension finie M; C X contenant le sous espace
) n’

engendré par 7, ...,z et un opérateur inversible S; 1y — M; (dim M; = r;) tel que

S:I|S:1|] < A. Considérons le diagramme suivant
15511]]S; g

X, X..X X — Y

14, T im T1

M, X..x M, (sf,..—.,sm) Ly XX
Tk T kn,

vect{r],...,xl} x..x vect{z], .., 2™}
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ou i; et k; sont les inclusions cananiques et
T= T(’Ll o Sh ,Zm o Sm) .

Il s’ensuit que
i (T) < it (T) [T IS 1131 -
j=1

La Proposition 2.26 implique
dy (T) < i (T) < mpt (D [T IS
j=1
Posons zf =57 mj € l; pour yi,...,y: € Y*, nous avons

i|<T<x3,...,xr>,y:>>|
= i|<T< 22 )|

ﬁ

< ST sup iy,
< wpr >ﬁ1 14170 s 1)l
Finalement,
ST ettt 1)
< mp(T) Am(iﬁHfEinj);squ @ @), -

=1 j=1 yeBy

Donc &' (T) < e (T)A™. W

p
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Corollaire 2.28. Soit 1 <p < o00. 57 Y* est un espace L,,
DX, o, X3 Y) C LY (X1, o, X3 Y.

Preuve. Soit T' € D;'(Xy,..., X;,;;Y). D’apres le Théoréme 2.7, T* est p*-sommant.
Comme Y™* est un espace L, par [Coh73; Théoréme 3.2.3], T* est Cohen fortement p-
sommant. Le Théoréme 2.9 implique que 7' € £F (X1, ..., X,; V). B

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Corollaire 2.28 et du Théoréme

2.27.

Corollaire 2.29. Soit 1 < p < 00. Si X; (1 < j < m) est un espace L, et Y est un
espace L-,

(X oy X3 V) € LV ( X,y X3 V).
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Chapitre 3

Caractérisation non linéaire des

espaces de Banach

Une application de la théorie des opérateurs linéaires sommants est la caractérisation
de certains espaces de Banach tels que les espaces de Hilbert et les espaces £,. Cohen
[Coh70] a montré que IIy(H;Y) C Dy(H;Y) pour tout espace de Banach Y et tout
espace de Hilbert H. Cette propriété caractérise-t-elle les espaces de Hilbert 7 Kwapien
[Kwa70] a donné une réponse affirmative a cette question de Cohen. On trouve dans
[SR72] une caractérisation des espaces L, : X est un espace L, si, et seulement si, pour
tout espace de Banach Y, tout opérateur linéaire 1-sommant u : X — Y est intégral.
Dans ce chapitre, et en premier lieu on va donner quelques résultats de caractérisation
en termes d’opérateurs multilinéaires. En second lieu, nous généralisons le théoreme de
Kwapien dans le cas des polyndémes homogenes de degré m en repmlacant I'espace Il
par P37 l'espace de polynomes 2-dominés et D, par P}, l'espace de polynémes Cohen

fortements 2-sommants.
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3.1 Caractérisation multilinéaire des espaces de Hil-

bert.

On commence par rappeler le théoréme de Kwapien.

Théoréme 3.1 [KwaT70]. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) X est isomorphe & un espace de Hilbert.

(2) Pour tout espace de Banach Y, II5(X;Y) C Do(X;Y).

(3) Pour tout espace de Banach Y, Do(Y; X) C II(Y; X).

Preuve. (1) = (2) Par le théoréme de Cohen.
(2) = (1) Préliminaire : Soit K = Bx+ muni de la topologie *-faible. Soit (z});.y C

C (K)" telle que || < 1. On lui associe I'application linéaire

zGNHl“’ C(K)™)

u:C(K)—ly
définie par u (x) = ((x, 7))oy - L’application v est bornée car

1
[ull = sup ||u = sup O [z, 7)) = 1@y < -
||$H<1 1€N

D’apres le petit théoréme de Grothendieck, elle est 2-sommante, ce qui implique que
UOZXx%C(K)HZQ

est 2-sommante, donc Cohen fortement 2-sommant, i.e, 7% o u* est 2-sommante.
Montrons & I’aide du Préliminaire que % € II(C (K)*; X*). Soit (z}) € I¥ (C(K)") et

soit u associée & (z}) comme ci-dessus. Alors 2} = u* (e;) , donc

. 1 1
O i @DIP)z = O |lix ou® (e)]*)2 < mp (i o u®) < o0,

1€N 1€N
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et par conséquent 7% est 2-sommante. Il existe donc un espace de Hilbert H tel que
i =viouvy: C(K) 2 H - X*

Comme 7% est sujective, v; est aussi surjective. D’aprés le théoréeme de l'application

H

%er(ory donc a un Hilbert.

ouverte, X* est isomorphe a I’espace quotient

(2) < (3) Facile a voire. W

Le théoréme suivant est une généralisation naturelle du théoréme de Kwapien au cas

multilinéaire.

Théoréme 3.2. Fizons m > 2. Soient X; (1 <j<m) des espaces de Banach. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) Les espaces X7, ..., X,, sont isomorphes auzx espaces de Hilbert.

(2) Pour tous 1 < p,q < oo, et tout espace de Banach Y,
LhH(X1, .y Xm;Y) C D’qn(Xl, oy Xm3 Y.

(3) Pour tout espace de Banach Y, LA(X1, ..., X;n; V) C Dy Xy, ..., X;n; V).

Preuve

(1) = (2) est immédiate par le Théoréme de Bu multilinéaire.

(2) = (3) est évidente.

(3) = (1) Soit 1 < j < m. Soit u € Il (X;;Y), on va montrer que u € Dy (X;;Y).
Pour 1 < k < m (k # j) on fixe 2% € By, et z} € By tels que zj, (l‘k) = 1. Vérifions

que l'opérateur multilinéaire

T=21®.0u®..Qx, : X1 X..xX, =Y
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appartient & L3(X1, ..., X,,,; V). En effet,

n

N7 (ol gt PE = (2

vl3

% 1 2 . 2 N 2
oy ()| (g || - T, (g

< O ot @) P) el (@)D e (g )

< ma () || (g) g - (gl

Alors, par hypothese, T' € D5*(X1, ..., X;n; Y). Sa linéarisation T est donc Cohen forte-

ment 2-sommante. Posons v : X; — X1<§>ﬂ...<§>ﬂXm, définie par
v=1'®..®idy, ® ...z

Alors u = T o v est Cohen fortement 2-sommante. Par le théoréme de Kwapieni, X ; est

isomorphe & un Hilbert. W

Théoréme 3.3. Fixons m > 2. Soit Y un espace de Banach. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.
(1) Y est isomorphe & un espace de Hilbert.

(2) Pour tous espaces de Banach X, ..., X,, et tous 1 < p,q < oo,
DI Xy, s Xt V) € LUK X V).

(3) Pour tous espaces de Banach X1, ..., X,n; Dy (X1, .o, X0 V) C L2 X, oo, X0y V).

Preuve
(1) = (2) Soit Y = H un espace de Hilbert. Soit T' € Dy'(Xy, ..., Xpp; H); T* est

p*-sommant par le Théoréme (2.7). Le Théoréme linéaire de Bu [Bu03], entraine que

T* € Dy (H; (X1®7...0, X)), 1 < ¢* < 0.
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Par le Théoreme (2.9), T € L1( Xy, ..., X;n; V). Ce résultat reste vrai si Y est isomorphe
a un Hilbert.

(2) = (3) est évidente.

(3) = (1) Soit X un espace de Banach et u : X — Y un opérateur Cohen 2-sommant.
Pour 2 < j < m on considére 27 € By, et 27 € B X3 tels que T} (27) = 1. Tl est facile de

voir que 'opérateur multilinéaire

T=u®r;0..0z, : X x..xX-=Y
—_——

m

est Cohen fortement 2-sommant. Alors, par hypothese, T' € L2(X, ..., X;Y). Donc, pour
gt,...,g"e X

(Z::HU(QZ')W)é = (zi;}}T(gi,xZ,...,xm)}}z)é

o ()

< C sw (Y

T*EBx* i=1

puisque x — @ (x, 22, ...,2™) est une forme linéaire sur X de norme < 1, donc u €
I, (X;Y). Par la forme dual du théoreme de Kwapieni, Y est isomorphe & un Hilbert.
|

Notons que l'implication (3) = (1) de ce théoréme est un cas particulier du Théo-

reme 3.5 qui va suivre.

Corollaire 3.4. Soient Hy, ..., H,,, H des espaces de Hilbert, alors
Loy(Hy, ..., Hy; H) C D (Hy, ooy Hyy H) C LY(Hy, o Hyys H)

pour tous 1 < p,r,q < 0.
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3.2 Caractérisation m-linéaire des sous espaces de L,

Dans cette section, on donne une version multilinéaire du théoréme de caractérisation
linéaire de sous espaces fermés de L,, voir [DJT95], qui est : Y est isomorphe & un sous

espace fermé de L, (1 < p < 00) si, et seulement si, pour tout espace de Banach X,
D, (X;Y) CIL, (X;Y). (3.1)

Théoréme 3.5. Fizons m > 2. Soit 1 < p < oo et Y un espace de Banach. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) L’espace Y est isomorphe & un sous espace fermé de L,.

(b) Pour tous espaces de Banach X, ..., X,
DI (X1, oo, X3 V) C L2(X7, oy X V).

Preuve

Soit Y un sous espace fermé de L,. Soit T' € Dpi (X1, ..., X;n; V). Alors

T €Dy (X1®r...@r Xm; Y),

et d’apres U'inclusion (3.1), on a T € Hp(Xl(@,T..@,er; Y’). Nous concluons par la Pro-
position 1.29 et donc T' € LP( X1, ..., Xpn; X).

Inversement, soit X un espace de Banach et u € D,» (X;Y). On va montrer que u €

IL, (X;Y). Pour 2 < j < m on considére 2/ € By, et ¥ € Bx;: tels que 7} (27) = 1.

L’opérateur multilinéaire

T=u®r;0..0z, : X x.xX-=Y
—_——
est Cohen fortement p*-sommant. Donc, par hypothese, T est dans L2(X, ..., X;Y). Par

un argument analogue a celui de la preuve du Théoréme 3.3, on peut facilement montrer
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que u est p-sommant. W

Corollaire 3.6. Soit 1 <p < oo . St Xy,...,X,, sont des espaces L, et Y est un espace

L, alors
L (X ey X3 V) ST X ey X V) C DXy oy X V) € L (X oy X3 V).

Remarque 3.7. Ce Corollaire est une version multilinéaire du cas linéaire (RL)(k).

3.3 Caractérisation polynomial d’un espace de Hil-

bert

Cette Section a fait I’objet d’une publication en collaboration avec Achour Dahmane

[ASaal0).

Let X be a Banach space. Kwapien [Kwa70] has shown that : X is isomorphic to a
Hilbert space if, and only if, for every Banach spaces Y and every absolutely 2-summing
operators u from X into Y, the conjugate operator u* is absolutely 2-summing, i.e., u is
strongly 2-summing in the sense of Cohen [Coh73|. This theorem of Kwapieni is a response
to a question posed by J.S. Cohen [Coh70] who had previously established an isometric
version. In this section, we will give a polynomial version of this characterization of
Hilbert space. For this, we will introduce and study Cohen strongly summing polynomials,
extending the definition given by Cohen for linear operators and by Achour and Mezrag
[AMO7] for multilinear mappings. We show, for instance, that a polynomial is Cohen
strongly p-summing if, and only if, its associated symmetric multilinear mapping is Cohen
strongly p-summing, if and only if, its linearization is strongly p-summing linear operator.

As consequence, certain inclusion theorems are given

This paper is organized as follows.
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In section 1, we recall some facts about polynomial mappings.
In section 2, we study the space of Cohen strongly p-summing polynomials between
Banach spaces. We give a natural analog of Pietsch Domination Theorem similar to the
m-linear case.
In section 3, we discuss the relationships between the classes of Cohen strongly p-summing
polynomials, multilinear and linear operators. As consequence, we compare this notion
with strongly p-summing polynomials (in the sense of Dimant), where the rang space is an
L,--space. We end this section by comparing Cohen strongly p-summing and p-dominated
polynomials when the domain is a Hilbert space.

In section 4, we give our main result, that is : the Banach space X is isomorphic
to a Hilbert space if, and only if, for all Banach spaces Y and for every 2-dominated

polynomials P from X into Y, P is Cohen strongy 2-summing polynomial.

3.3.1 Definitions and general results

The notation and terminology used in this paper are standard in Banach space theory.
However, we shall recall some terminology : Let X be a Banach space and 1 < p < oo.

We denote by [ (X) the space of all sequences (z;);_, in X equipped with the norm

H(xi>1§z'§nHzg(X) - (; “@”p)%

and by I ¢ (X)) the space of all sequences (z;);_; in X equipped the norm

n 1
@)y o) = sup (30 Kas, 2)[7)7,
HLE*”){*Zl 1

where X* denotes the topological dual of X. The closed unit ball of X will be denoted by
Bx. The vector space of bounded linear operators from X to Y will be noted by B(X;Y").

A map P: X — Y is an m-homogeneous polynomial if there exists a unique symme-

tric m-linear operator P:X x..x X — Y such that



for every x € X. Both are related by the polarization formula [Muj86, Theorem 1.10]

. 1 “ .
Pz .., a™) = o Z 61...€mP(Z e;x’). (3.2)

€;==+1 J=1
1<i<m

P is bounded on the unit ball of X if and only if P is bounded on. The norms are related
by the inequalities [Muj86, Theorem 2.2]

o m™
1P < ||| < 0Pl (3.3)

We denote by P ("™X;Y), the Banach space of all continuous m-homogeneous polyno-

mials from X into Y endowed with the norm

1P = sup {[|P (@)] /=l <1} (3.4)
= inf{C:|P(x)] <C|z||™ forall z € X}

If Y = K, we write simply P ("X). For the general theory of polynomials on Banach
spaces, we refer to [Din99] and [Muj86]. By X1®;...8,X,, we denote the completed
projective tensor product of Xi,....X,,. f X = X; = ... = X,,, we write @;nX By
RUX =X ®; (M) ®, X we denote the m fold symmetric tensor product of X, that is,

the set of all elements ©v € ®™X of the form

u:in®(T)®xi, (meN,z; € X,1<i<n)
i=1

By @:SX we denote the closure of ®7'X in @TX . For symmetric tensor products, we

refer to [Flo97]. If P € P (™X;Y) we define its linearization P : ®™X — Y by

PO zi@Wer)=> P(x)
=1 1=1
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for all x; € X, 1 <14 < n. Consider the canonical polynomial §,, : X — ® <X define by
b () =20 M @2

We have the next diagram which is commute

P

X — Y
NOm TP
& X

in the other words P = P o Orn-

The definition of strongly p-summing polynomial was introduced by V. Dimant in

[Dim03].

Definition 3.8. Let 1 < p < oo and P € P(™X;Y). The polynomial P is strongly

p-summing if there exists a constant C' > 0 such that for, every zq,...,x, € X,

n

ZHP <0 sup (3 1@ (2] (3.5)

‘I>€B'p(mx) i=1

The class of strongly p-summing m-homogeneous polynomials from X into Y, which is
denoted by PP (™X;Y) is a Banach space for the norm || P|| i.e. the smallest constant

ss,p’?

C such that inequality (3.5) holds.
We also recall the definition of p-dominated plynomials.

Definition 3.9 [MTon99]. Given 1 < p < oo, a polynomial P € P("X;Y) is p-
dominated if there exists a constant C' > 0 such that, for all n € N* and for every

Ty ey Ty € X,

ZMP s)IF)E < C sup (3 I @))?

wr€Bx+
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We denote by PJ("X;Y) the space of p-dominated polynomials P : X — Y and by
dp(P) the infimum of all C' verifying the above inequality. For p > m, §,(P) is a norm
on PH(mX;Y), but for p < m it is only a quasinorm. Such polynomials are sometimes

called absolutely (p/m, p)-summing polynomials.

3.3.2 Cohen strongly p-summing m-homogeneous polynomials

We give in this section a natural generalization of strongly p-summing linear operators.
We extend “Pietsch Domination Theorem” to the category of polynomials mappings. In
the linear case, Cohen easily got it by duality because the adjoint of a strongly p-summing
operator is absolutely p*-summing. In the multilinear case, the proof in [AMO7] is direct

induces applying Ky Fan’s lemma.

Before giving the definition for polynomials mappings, we start by recalling the definition
of Cohen strongly p-summing multilinear operators which is introduced as an extension

of strongly p-summing operators.

Definition 3.10 [AMO7]. Let 1 < p < co. An m-linear operator 7" : X; x ... x X,, — Y
(X;,Y are arbitrary Banach spaces and m € N*) is Cohen strongly p-summing if and
only if there is a constant C' > 0 such that for any :17{, wwxd € X5, (j=1,...,m) and any
Uit €Y7,

I #]5,)7 sup Wi Dl - (36)

1j5=1

<O

DT (ah,al) )| < CC

i=1 t

n

The class of Cohen strongly p-summing m-linear operators from X; x ... x X, into Y/,
which is denoted by D]*( X1, ..., X;;Y), is a Banach space for the norm d*(T), i.e. the

smallest constant C' such that inequality (3.6) holds.

Definition 3.11. Fix m € N. Let 1 < p < oo and let X,Y be Banach spaces. An

m-homogeneous polynomial P : X — Y is Cohen strongly p-summing, if there is a
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constant C' > 0 such that for any z;,...,z, € X and y7, ...,y € Y*,
mpy L *
Z| (z:)  yi)| < C( ZH%H e sup || (w7 (1), - (3.7)
=1 yeBy i

The class of such polynomials is denoted by P¢,, (" X;Y); it is equipped with the norm
d,(P), i.e. the smallest constant C' such that inequality (3.7) holds. For p = 1 we have
PLL(MX;Y)=P(mX;Y).

Or in the other words if

2 (P (i), v(en)] < K(gil il ™7 o]l

i=1

for all v € B(l}; Y™).

Let us first give an example of a Cohen strongly p-summing polynomial, 1 < p < co. Let

m € N, u: X — Y be a strongly p-summing linear operator and ¢ € X*. The polynomial
P:X =Y :P(z)=¢" " (2)u(x)

is Cohen strongly p-summing. Indeed, for z4,...,z, € X, v,...,y}: € Y*,
S IP @) .90 = X e (@) u @) 7))

S (e (@) m) o)

< dp (u) [Jo] ™ I(Z szum”wsup(zwy,( )7

yeBy i=1
So, P is Cohen strongly p-summing and d,(P) < ||| dy(u).

The polynomial version of ” Pietsch Domination Theorem” goes as follows. Its proof is

an adaptation of the proof for the multilinear case (see [AMOT]).

Theorem 3.12. Let m € N. An m-homogeneous polynomial P € P(™X;Y) is Cohen

strongly p-summing (1 < p < 00) if and only if there is a Radon probability measure
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on By« and C' > 0 such that, for all x € X and y* € Y*

1

(P (z),y")] < Clle]™ (/ ly (™) duly™))7. (3-8)

By**

Moreover, in this case d,(P) = min{C : C verifies (3.8)}.
An immediate consequence of Theorem 2.3 is the following.

Corollary 3.13. Let 1 < p; < py < o0.
If PePZ,("X;Y) then P e PZ.,("X;Y) and d,, (P) < d,,(P).

3.3.3 Characterization and inclusion theorems

In this section, we investigate connections between the class of Cohen strongly sum-
ming polynomials and other classes of polynomial mappings, such as p-dominated and
strongly summing polynomials (in the sense of Dimant). First, we give the relation bet-
ween P and its associated symmetric m-linear operator P concerning the notion of Cohen
strongly p-summing. A similar characterization holds for p-dominated polynomials (see

[MTon99]).

Theorem 3.14. The polynomial P € P(™X;Y) is Cohen strongly p-summing if, and
only if, its associated symmetric m-linear operator P e L(MX;Y) is Cohen strongly

P-summing.

Proof. Let us first assume that P is Cohen strongly p-summing. Let x1,...,z, € X and

Yy, yr € Y™ then

n

SR @) ] = 32 (P (o) )

< d;n<ﬁ><§ lz:l™) 7 sup |5 (®))]

yEBy

l;l* :
~

Hence, P is Cohen strongly p-summing and d,(P) < d;'(P).
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Conversely, let P € P?_, ("X;Y). Let 27 € X such that ||27| < 1 (1 <j<m) and

y* € Y*. Using the polarization formula (3.2), we obtain

P(zjl ijj),y* >|
j:

‘<If’ (zt, ..., 2™)y >
< m!12m Z

_’< m'2m Z €1...€m
1

€1em="1
<t O ()IIZerﬂllm Uy, N ™) d
€1em=11
gwémdp(P)q =B Uy )
..... .,
< Aod,(P2m ([ |y () d <y**>>pi*

< md,(P )(IBY** ly* (y**)lp u(y ))F)-

So, for every 27 € Bx (1 < j < m), we have

<]5(:L'1,...,xm)7y*> < ’%nd fo**
and for 2/ € X (27 #0),

~ z 2 % mm ** p*
(P (e 1) )| < 55 P) . 7))
Thus
<P(x1,...,xm),y > < 2rdy (P H 122 ([p,.. 1y

1

ply™))r”

1

u(y™))r")

1

y )N duly™))P)-

1

dp(y™))»*)

1

" dp(y™))P)

Therefore, by [AM07, Theorem 2.4], P is Cohen strongly p-summing and d' (P) <

mld,(P). W

The following characterization of Cohen strongly p-summing polynomials is useful and

will be used later.

Proposition 3.15. Let 1 < p < o00. Let P : X — Y be a m-homogeneous polynomial

and P its linearization. The following properties are equivalent

(a) The polynomial P belongs to Pg,,("X;Y).
(b) The operator P belongs to D, (@:SX; Y).
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Proof. Suppose that Pe D, (@:sX; Y). For x1,...,z, € X and yj, ...,y € Y*, we have

S lP e a0l = Yo|(Pe. om0
< 4(P) é i@ @ @i} sup 197 W)l

p*

~ n m 1 "
< dy (P) O laall™)% sup 11y (),
i=1 yeby g

Conversely, suppose that P is Cohen strongly p-summing. Let v C @:sX such that v # 0

and y* € Y*. Suppose that v = Za:z ® ... ® x;. Then
i=1

Z| ml?"'? % y*>‘

de M adl™ ([ p,.. Iy

= ) I e
=1

IN

1

() duly™))r*

IN

1

" dp(y )

** *

Taking the infimum over all represents of v we get

1

vy dp(y™)) e

<d) (P) ol ([ p,..

Therefore, by [Coh73, Theorem 2.3.1], P is strongly p-summing and dy (P) = d, (ﬁ)
|

Corollary 3.16. The following are equivalent for P € P(™X;Y).
(1) The polynomial P is Cohen strongly p-summing.
(2) The operator P is Cohen strongly p-summing from @:SX into Y.

(3) There exist a Cohen strongly p-summing operator u and a polynomial Q) such that

P=uoQ.
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Proof. (1) < (2) Proposition 3.15.

(2) = (3) We have the result directly from the factorization P = P o §,,.

(3) = (1) There is a Banach space Z, an operator linear v in D, (Z;Y") and a polynomial
Q@ in P(MX; Z) such that P =uo Q. For xy,...,z, € X and y7,...,y" € Y* we have

Z! vi) ZI(UOQ(%),WI

< ZIIQ z:)[") Pyseup 1€z @i,
< dy (u) [|Q leﬂ%llm” ’ sup 1€z e,

Hence, P is Cohen strongly p-summing. W
If Y is an L,--space, we have the following inclusion.

Corollary 3.17. Let 1 < p < oo. If Y is an L,+-space then
Plon("X:Y) C PE("X;Y).

Proof. Let P € P2, ("X;Y). By Corollary 3.16, there exist a Cohen strongly p-summing
operator u : Z — Y and a polynomial () : X — Z such that P = v o (). Since Y is an
L,--space the operator u : Z — Y is p*-summing by [Coh73, Theorem 3.2.3]. Now, for

€ X(1<i<n)

QoIP@I)? = Zuuo@ )
< 7 (u)sup..cp,, (Z [ (@Q (=

'E

~—
3 =
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since the polynomial z* o @) belongs to P (™ X) we have

SIP @I < Qlrw) s (318 @)
=1

®EBpmx) =1

i.e., P is strongly p*-summing polynomial. W

Next, we give an inclusion between the class of p-dominated and Cohen strongly g¢-
summing polynomials. The linear version of this inclusion is due to Cohen [Coh73] for
p = q =2 and to Bu [Bu03] for all p and ¢. The reader can see [AMO7] for more details

about the multilinear version.

Corollary 3.18. Let m € N and 1 < p,q < oo. Let H be a Hilbert space and Y be a
Banach space. Let P € P("H;Y). If P is p-dominated polynomial, then P is Cohen

strongly q-summing polynomial.

Proof. Fix 1 < p,q < co. Let P € P(™H;Y) and P e L (™H;Y) the associated sym-
metric m-linear. Assume that P is p-dominated polynomial. By [Muj86, Theorem 6], P
is p-dominated and by [AMO07, Theorem 3.2], P is a Cohen strongly ¢g-summing m-linear
operator. So, Theorem 3.14. concludes the proof. W

3.3.4 Main result

Given m € N and X be a Banach space. In this section, we show that : X is isomorphic
to a Hilbert space if, and only if, for every Banach space Y and every m-homogeneous
2-dominated polynomial from X into Y, u is Cohen strongly 2-summing. We start by a

preparatory result.

Theorem 3.19. Let m € N,;1 < p,q < oo and X,Y be Banach spaces such that
PH"X;Y) CPLL(MXY). Then IL,(X;Y) C D, (X;Y).

Proof. Let v € IL, (X;Y'), we will show that v € D, (X;Y). Fix o € Bx and z{; € By~
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such that z{y (z9) = 1. Define the operator 7 : @f:?X — @iSX (1<j<m-—1)by

Zx ® Ut) @ ;) Zxo Dz @9 @

=1

Let 6,, : X — @:SX be the canonical polynomial. We show that the polynomial P :=
UOTM{0...0My,_100,, : X — Y is p-dominated. We reason by induction on m. For m =1,

the statement is trivial. We suppose now that
UOT]O0...0OM_9200m_1:X —Y

is p—domlnated Let Ti € X(1<i<mn).Then

ZHP N ZHuowlo L0 Mt © O (1)

=1

= Z Hu O 0...0 Mm_1 (xl ® Mg xz>
i=1

= Z \xé(wl)\% Hu OO ...0Mm_9 (wz ® M1 g :L‘Z>

=1
By Holder’s inequality

p

P

DoIP @)l

* L P m-1
(Z |zh ()| )m (Z luomo..ompm 900, 1 (x;)]|™ 7)™
i=1 i=1

We obtaln by the mductlon hypothesis and the fact that x§ € Bx-

ZHP <Z\xo<xi>\ >%<czs€up*<; 2™ (@))%
= O ( Zm z)")m sup <z|a: () [P) 5"

T EBx* =

<CE s 3o (@)l
T*EBxx i=1
Therefore, P is p-dominated and hence Cohen strongly ¢-summing. By the decomposition

P=Po 0., we have P=wuomo..0 Tm—1 which is Cohen strongly ¢-summing by the
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Proposition 3.15. Now, as it has been shown in the proof of [Bla97, Theorem 3], there
are operators k; : @isX — @A@Zi;X (1 <j<m—1) defined in terms of xj and xy such

that m; o k; is the identity map on é}i,sX . We have
U=UOT 0.0y, 10kj10...0k : X =Y

which is, by the ideal property, Cohen strongly ¢-summing. W

Theorem 3.20. Let X be a Banach space. The following properties are equivalent.
(1) The space X is isomorphic to a Hilbert space.

(2) For all m € N, 1 < p,q < oo, and every Banach space Y
Pi"X;Y) C Py, ("X Y)
(3) For all m € N and every Banach space Y
Pi("X,Y) C Péop("X.Y)

Proof. (1) = (2) Immediate by Corollary 3.18.
(2) = (3) Obviously.
(3) = (1) It is enough to apply Theorem 3.19. and Kwapien’s theorem. B
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Chapitre 4

Les opérateurs multilinéaires Cohen

(p; p1, ..., pm )-nucléaires

Dans ce chapitre on introduit les opérateurs m-linéaires de type Cohen (p;p1, ..., Dm)-
nucléaires. On démontre I’analogue du théoréme de factorisation de Pietsch, ce qui permet
de représenter cet espace comme composition de I'espace linéaire D, avec l'espace des

1

opérateurs multilinéaires (p; py, ..., pn)-sommants. Dans le cas ou p% + ...+ pL = 5, on
m

donne une version multilinéaire de la factorisation de Kwapien.

4.1 Introduction et motivation

Dans la définition des opérateurs linéaires sommants, il est bien connu qu'un opéra-

teur : T': X — Y est 1-sommant si et seulement si I’application
1dRT : [,@.X — 1,@,Y, (4.1)

est continue pour p = 1. Si p > 1, la continuité de cette application entraine que T
est p-sommant, mais la réciproque n’est pas vraie en général. Cohen a introduit dans

[Coh73] la classe N, des opérateurs p-nucléaires dont la définition est : T est p-nucléaire
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si 'application Id ® T' définie dans (4.1) est continue. Les travaux de Cohen en 1973 et

de Kwapien en 1972 permettent de représenter I’espace N, par
N, =D, oll,. (4.2)

Il a y plusieurs fagons d’engendrer un idéal multilinéaire a partir de N, a savoir les
méthodes de Pietsch décrites au chapitre 1. L’abondance des classes qui généralisent
II, nous permettra de définir d’autres idéaux multilinéaires, en remplagant II, dans la
formule (4.2) par ses classes généralisées. Dans ce chapitre, on s’intéresse a la classe
obtenue lorsqu’on remplace II, par l'espace des opérateurs multilinéaires absolument
(p; 1, -, Pm)-SOmMmants. Si pil + ...+ Ii = ;lw on obtient un résultat analogue a (4.2);
cette classe peut donc s’interpréter a la fois par la méthode de composition et la mé-
thode de factorisation. Cette étude pourrait se faire avec d’autres classes, comme celle
des opérateurs multilinéaires p-dominés, p-semi intégral ou fortement p-sommnats. Nous

entamons donc ce chapitre par introduire la définition suivante qui est une généralisation

du cas linéaire.

Définition 4.1. Soient 1 < p < o0; py, ..., pm € |0, 00] avec = < p%%—...—i—i. Un opérateur

1
p
m-linéaire T' : X; X ... X X,;, — Y est Cohen (p;ps, ..., pm)-nucléaire s’il existe une

constante positive C' telle que, pour tous :C{, wxd € X5, (G=1,..,m), yi, . yh €Y,

sup (O [y (n)P). (43)

n,w X
;" (X5) yll=1 5

S et )] < TT )

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen (p; p1, ..., p,)-nucléaires de X x ... x X, dans

Y, notée Npp, . pm) (X1, ..., Xim;Y') , est un espace de Banach pour la norme

Neppr,...pm)(T') = inf{C vérifiant I'inégalité (4.3)}.
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Remarque 4.2. On a

'/\/’(IJ;ZH 77777 Dm) (Xla"'7Xm;Y) C‘Cm )(Xh---aXm;Y)'

(D5P15eees

En effet, comme (1! (Y))* = [}, (Y*) pour tout espace de Banach Y, on peut donc écrire

n

> i)

=1

1@y = sap (i), (i)l = sup
() |lZ*(Y*)S1 [[€Z] m,

L’inégalité (4.3) implique

Z <T (xll, ,a:;n) ,y;k>
i=1

< D OUT (el i)
=1

< o[ o (3 1ot ()7
j=1

D llyll=1 5=

En prenant le supremum sur toutes les suites (y;);_; C Y™ telles que [[(y;)[;n v+ < 1,
p*

on obtient

)

7 (X5)

I et < T

c’est a dire, T est absolument (p; p1, ..., pm)-sommant (i.e., T € L7 (X1, .., Xons Y)).

(P3p15++Pm)

Remarque 4.3. Si p = 1, on trouve la coincidence suivante
Nprpm) (X1, oo, X3 Y) = o) (X1 ooy X3 V).

En effet, soit T € LT ) (X1, ..., Xpn; Y) 5 alors

(L;p1,.-s

Z |<T (mzl, e T
i=1

ZHT ) ) st o
< ol

- X)S;l_lp ly:1l
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donc T est Cohen (1;py, ..., py )-nucléaire.

Si Y est de dimension finie,
Mp;pl,...,pm) (X1> . Xm; Y) (pph Pm) (Xl, ceny Xm, Y) .

En effet, soit T' € L7 (X1,..., Xm;Y). D’apres le Corollaire (2.12), 'opérateur

(P;P15-Pm)

identité Idy est Cohen fortement p-sommant, donc

YT (whea) oy)| = D [(Tdy o T (af,saf) i

=1 i=1

< COZ|IT (@) )7 sup Zr b
=1

llyll=1
< ]|
j=1

1
§ 7
=1 o w sup |y7,
Pj

) llyll=1 =

est un idéal de Banach dans [’espace des opéra-

(? ----- m)

teurs multilinéaires bornés.

Preuve. Tout d’abord, comme + < L 4+ . + 1%’ I'inégalité de Holder généralisée donne

n n
(3 Jabeayr < (3 [ad™)er (Y la P yom
=1 = =1

11 suffit de vérifier (2) de la Définition (1.5). Pour cela on va montrer la propriété pour
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les opérateurs de la forme ' =27 ® ... @z}, @ y.

= ZI T (27) Y, 47

i (T (o) )

< Zlml )| %Zlyyz Py
< <Z ot () [y Zu Py (S [y, yi) )
=1 =1
< H . yr ()
- )g ( X>||y||1;|

Donc, T € 'A/-(P;Ply.--,pm) (Xl, ey X Y) et -/\[(p;m,--.,pm) (T)

4.2 Connexion avec le produit tensoriel

Dans cette partie, on définira une norme tensorielle raisonnable sur le produit tensoriel
algébrique X;®...0X,,®Y ™ et on montrera que son dual topologique muni de cette norme
s’identifier isométriquement & I’espace des opérateurs multilinéaires Cohen (p; p1, ..., pm)-
nucléaires. Cette identification nous permettra de le comparer facilement avec d’autre
espaces d’opérateurs multilinéaires. Soient maintenant p, pq,...,p, € [1,00]. Soit u €

X1 ®..8 X, ®Y* On consideére

.Y,
p

W) () = 10 {[[ 1)Ly 1)y 11550

ou l'infimum porte sur toutes les représentations de u de la forme

u:Za:}g@...@x;”@yZ,
k=1

avecxiEXjetyZEY*;lgkgn,lgjgmetmEN*.
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Proposition 4.5. Soient p,p1,...,pm € [1,00]. Si pil +...+ ﬁ = é, alors Wpp,,...pm) €St

une norme tensorielle raisonnable sur X; ® ... ® X, ® Y*.
Pour la démonstration, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.6. Soient Ay, ..., A, > 0. Pour ry,...,rp, tels que % + ..+ % =1,o0na

1 1
AMedm < —A' + o+ — A
T

m

Preuve. On a

Mo, = elosGa)ttLog(m)
6%1/09()\;1 )+...+$Log()\;®m)

)

et on applique la convexité de la fonction exponentielle. W

Preuve de Proposition 4.5. Soient v/, u” € X; ® ... ® X,, ® Y* tels que

’ n//

n
/ /1 / / " "1 " 11
u = E Ty @ .z Qyy, u' = E Ty Q..Q0x," QY

k=1 k=1
n+n’
Posons u = v’ +u" = g TE @ ... ® P Q@ yp ou
k=1
1j . '
i xy sil<k<n
xk -

:L'/k'{n, sin'+1<k<n+n"
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Nous avons

W(p;p1,....pm) (u)
— int { (e}

G e gy o WM,y DO ooy -

lgfnl’w(Xl) ||(x2n)|’l;:1n/’w(Xm) ||(ylz>||lsj"”w(y*)}

IN

Par le Lemme (4.6)

w(p Proepm) (1)

1
i m) ||Pm
H | ln+n w ) "‘ _l_ D ||(‘rk )‘ lg;;n’,w( + ||(yk‘)”ln+n w

m) v+
On peut écrire v’, u” de la fagon suivante
n 21 ZE;Cm y;: n' lkll Zm y;C/*
U/:Z(E_,)@) ®(€,)®<6/ )vuﬂ_Z(T)@ ®(€H)®(€"
ou ,
€ = = — (1<j<m)
(N N A1) P
eo— — X (a<j<m)
(A7 %A;’Hl) i
6, +1 - )\, 1
m L
(,\’ ,\'m,\;n+1) P*
! . = A1 ;
m+ ()\// >‘/rln)‘/r/n+1)p7*
avec
X = 1&g, G<i<m
o= (wﬁf)\ vy (L<j<m)
)\;n-i-l = ||(y*)||l" w(y*)
Nor = N oy
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Par un calcul simple, on obtient

W(psp1,....pm) (v +u") < W(p;p1,....pm) (u') + W(psps,....pm) (u").
Le reste est facile. W

Proposition 4.7. Pour tous p,p1,...,pm € [1,00] tels que pil toto o=, 0na

€ < Wpgpy,.opm) < Gp < T

ot €, m sont les normes injective et projective sur X1 ® ... X,, Y™ et g, est la morme

tonsorielle définie dans (2.3).

Preuve. Soit u = Zx,ﬁ@ LR RYyEEXI®..0X,0Y*. Ona

k=1
sup { Z

k=1

oy () -k, () v (yr)

™
—~

S
~—

I

2

par 'inégalité de Holder (généraliseé)

e (u)
< sup (O 25 (ah)™) P sup le’ )Py sup Zly** (o))

lesll=1 =5 ly=ll=1 4=

1
P

||(xll~c>||lgl’w(X1) H(%n)Hl;}iw(xm) ||(yZ)||z;,;w(Y*) :

Comme u est arbitraire, € (v) < Wpp,,..pn) (1) . Les deux autres inégalités sont immé-

diates. W

On note X1 ®y...0u X, Y * le complété de X1 ®...® X, ®Y™ pour la norme w,p,, ... p,.)-
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Proposition 4.8. Nous avons l’identification isométrique suivante

m

Mp;pl ..... Dm) (Xh ) Xma Y) = (X1®w-'-®me®wY*)* .

Preuve. Soit T € Ny, .. pn) (X1, s Xi3 V) . Soit u € X7 ® ... ® X,,, @ Y™ tel que

u=)Y 1, ®.. Q1 Sy},

k=1
alors
T (W) = |TO w5 ® .0z @yp)
k=1
= D (T (why ) 0k
k=1
< N @) @) e 1 g 100 ey
ie.,
T ()] < Nepipyoopm) (1) Wipipy ) (1) -
puisque u est arbitraire, T' € (X1®w...®me®wY*)*et | T < Npr,oom) (1) -

w(p;Pl <<<<< Pm) -

Inversement, soit T € (X1<§>w...®me®wY*)*. Soit (xf)jzl CXjet(yf), CY* Ona

D AT (whal) )| = [TQ_ 2 @@l ®y))
=1 k=1
HTH’LU(p;pl 77777 pm) w(P;pl ..... pm,)(Z1 ‘/1:7:/[ ® ® l.;n ® y:)
1 m *
< ||T||w(p;p1 ,,,,, o) H (xi)”lﬁﬁ(Xl) (g )Hl;vm(xm) [[(y7)] 12 (Y*)
Alors, T € Ny, ...pm) (X5 os Xy YY) €t Nipapy o poy (T) < || T . i

W(p;py,..-spm)
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4.3 Domination et factorisation (cas pll + ...+ zﬁ = }l))

Factoriser un opérateur multilinéaire c’est a dire trouver des espaces de Banach
Gi,...,Gp, des opérateurs linéaires v; : X; — G et un opérateur multilinéaire A :
Gi1 X ... x G, — Y tels que

T =A01,..,0m).

On sait que la classe des opérateurs m-linéaires p-dominés admet une telle factorisation,
ce qui lui fait une classe intéressante. La démonstration, comme dans le cas linéaire, basée
sur le théoréme de domination de Pietsch. Un deuxiéme type de factorisation consiste
a trouver un espace de Banach (G, un opérateur linéaire v : G — Y et un opérateur

multilinéaire A : X; x ... x X,,, — G tels que
T =wuo A

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants posséde ce type de
factorisation. La classe des opérateurs que nous sommes en train d’étudier rassemble les
deux types de factorisations ; on va montrer qu'un élément 7' € N, oy (X1, 0, X, YY)

se décompose en
T=uoA(v,..,0m),

ot u est Cohen fortement p-sommant, A est un opérateurs multilinéaire, les v; sont p;-
sommants. Pour cela on va montrer le théoréme de domination de Pietsch pour cette

classe d’opérateurs. On aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 4.9. Soit 1 < p < oo. Pour tous (x;);_, C X, il existe xf € Bx~ tel que

sup (3 [ (@a)l")r = (3 I (@)l

lz*ll=1 ;=
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Preuve. Soit (z;);_; C X. Considérons la fonction z* — ||(z* (2;));_,]|, de X* dans R.
P

On muni la boule Bx- de la topologie *-faible qui lui fait compacte. Comme la derniére

fonction est continue sur By, elle atteint donc son maximum, i.e., il existe xf € Bx-.tel

que

sup (" (e )yl = Il @)yl
By

d’ou le résultat.

Remarque 4.10. Soit 1 < p < co. Pour tous (y});_, C Y*, ona

sup (O lyr ")y = sup (O Iy™ w)l") 7.

lyll=1 i=1 lly**|=1 i=1

Donc, il existe y;* € By« tel que

sup (3 [y ()I")7 = (O I ()17

llyll=1 =5

Pour la preuve du lemme suivant, le lecteur pourra consulter [DJT95, p.190].

Lemme 4.11 (Ky Fan). Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C une partie
convexe compacte de E. Soit M un ensemble de fonctions définies sur C a valeurs dans
(—o00, 00| vérifiant les propriétés suivantes :

(a) Toute f € M est convexe et semicontinue inférieurement.

(b) Si g € conv(M), il existe f € M telle que g(z) < f(x), Vx € C.

(c) Il existe v € R telle que toute f € M prend une valeur < r.

Alors, il existe zq € C telle que f(xg) < r pour toute f € M.

Théoréme 4.12. Soient 1 < p < 00; p1, ..., Pm € |0, 00| tels que pil +...+ me = 1—1). Soient
X;, Y des espaces de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) L'opérateur T € Nippy . p) (X1, ooy X3 Y)

(2) Il existe une constante positive C, des probabilités de Radon py sur BX; et n sur
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By telles que pour tout (z!,..,2™) € X1 x ... x X, et y* €Y* ona

1
. (4.4)

(T (2", a™) ") (@) dp)?i ([, 1" (")

=C H(fBX*.‘
j=1 !

Dans ce cas

N (T) =inf {C > 0, C vérifiant (4.4)} .

(psp1,--,Pm)

Preuve. On commence par montrer la réciproque. Soient z}, ...,z € X; et yf,...,y: €

Y,

Y

1

NP dug) B (S P du(r)7)

=1 ]:1 J By**

Gar Holder) < CTLSS [ [s5DI” du)i (33 [ it dn)”

7j=1 = J 1=1 By xx

A
Q
]
f=t
o
[u]
5

R
x;(l’g)‘p])pj sup H(yf(?ﬂ)gz‘gnuzn .
yeBy p*

IA
Q
—
2
i
g

Donc T' € Ny ... pr) (X1, o0, Xi3 V) €t NI

----- (Psp15-Pm)

(T) < C.

Pour la premiere implication, soient K; = B X (1 <j<m)et L =DBys.On considére
les ensembles Ck,, ...,Ck, ,Cr des mesures de probabilités sur Ki, ..., K,,, L respective-
ment. Ils sont convexes et compacts lorsque on munit C(K7)*, ..., C(K,,)*, C(L)* de leurs

topologies *-faibles. Posons
E=C(K)*x..xC(Ky,)*"xC(L)",

et C =Cg, X ... xCg,, X Cr. Soit M I’ensemble des fonctions définies sur C a valeurs dans

R de la forme

(@), () (Pas woos Hms 1)
= ST ha) il = D0 (),

=1

@[ dy) = & f, | iy dn),

~

Jj=1
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ol (x{)KKn CXj1<j<met (y;‘)lgign C Y*. Nous allons vérifier les hypotheses du
lemme de Ky Fan.

(a) 11 est facile de voir que les éléments de M sont des fonctions affines (convexes) et
continues sur C.

(b) 11 suffit de voir que M est convexe. Soient f,g dans M telles que

F((@), () (s o5 His 1)

= S ) )= 3 (S

=1 Jj=

pj
(@[ dp, -—-—b/‘|yz, )P dn),
et

((a7). () (Has -5 Hs 1)

_ Z(KT (l’;’l, ) //m

i=1

(@) /Ww, VP dn).

D=3 (50

Il s’ensuit que

af+(1—-a)g

> o

o) -——/|% VP dn),

ozpfx;j si 1<i<k,

v;) _Zj:<m

avecn =k + [,

ECR

1 .
1—a)al? si k+1<i<n

et

* /%

arty; si 1<i<k,

(l—a) yrost k+1<i<n.
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(c) Montrons que r = 0 vérifie la condition (c). Soient 2} € Bx: (1 < j < m) et yo € By«

tels que

et

sSup Z|yz> |ppi Z|yz7y0 |P pi‘

llyll=1 i=1
Soient 4,0, d,, les mesures de Dirac portées par z9 7, Yo respectivement. On utilise le Lemme
J

(4.6) puis l'inégalité (4.3), on obtient

f (54" ceey 5an 5y0)

= ST (b)) = L S b 055 = 2 [ Yo )
= 2 T (@ al) i) —Z%Z\x*@b!”—%Zr@:,yow

Z }<T (zi, ., a) yl)| — C’H ( z;‘(xg)|pa> <Z |<y;<7y0>|p*) <0.
i=1 j=1 \i=1 i=1

D’apres le lemme de Ky Fan, il existe (pg, ..., 4, 1) € C telles que f(fiy, ooy fhy, 1) < 0

IA

pour toute f € M. Si on prend z = (z!,...,2™) € X;,...., X, et y* € Y* on a

s oo s ) = fay) (s o s 1)
= [T (2"

0.

Z C [ [at (@) dpy — & / " 5™ da

IA

D’ou

‘<T (xl,...,xm),y*ﬂ < <
j=1

bj

@ g+ & [ VI dn
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1

Posons pour 1 < j < m i Xy = ([ [0 diy )™ A = (Jy 107 y™) 7 )™

*

™y
T Am? Am

En remplagant le vecteur (2!, ..., 2™, y*) par (%, ) on trouve

Cela implique

1
(T (', ..., )P

‘ dpi;) pj fo**

ce qui termine la démonstration. W

Comme conséquence de théoréme ci-dessus cette factorisation par un opérateur linéaire

Cohen fortement p-sommant et des m opérateurs linéaires p;-sommants.

Corollaire 4.13. Soient 1 < p < o0; p1, ..., pm € ]0, 00| tels que p% + ..+ # = 113. On a

Noproopm) (X150, X, Y) = Dpo LT, . 10, ) (X, o, X, YY),

pour tous espaces de Banach X; (1 <j<m),Y
Sip=1,
./\/’(1;1,17”,,1)7”) (X1, .. X, Y) = L(IL,,, ... 10, ) (X4, ..., X3, Y).
Preuve. Soit T' € D, o L(II,,,....1I,, ) (X1, ..., X;n,Y); il existe un espace de Banach
Z, uw € Dy(Z,Y), des opérateurs v; € I, (X;,G;) et un opérateur multilinéaire A €
L(Gy,...,Gm, Z) tels que
T=uoA(v1,...,;0m) .
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Nous avons pour tout (z!,...,2™) € X; X ... x X,,, et y* € Y*

KT (ml, ...,xm) ,y*>

= [(wo A(vr (22) v () )

< ClAITT s @l il
j=1

p*(n)

< CUAITT Will, Dl
j=1

v () ON

Réciproquement, soit 7' € Ny, . p) (X1, ...; X, Y) . D’apres le Théoreme 4.12, on a le

diagramme qui est commutatif

X5 XX X — Y

| ix, Lix,, T1

ix, (X1) Xx..x ix, (Xn) (k—>k : S1 X..X S

! ! ! !

C(K1) x..x CO(Kp,) — Ly () XX Ly, (p,)

ot T =T (hy, ..., hy) avec hj = kj oix, sont des opérateurs p;-sommnats. L’opérateur T
est bien défini et borné. De plus, d’apres (2.5), T est Cohen fortement p-sommant. La
factorisation (2.6) assure qu’il existe un opérateurs linéaire Cohen fortement p-sommant

u et un opérateur multilinéaire A tels que
T=uo A(hl, ;hm) .

Pour p = 1, d’aprés le théoréme de domination pour les opérateurs (1; py, ..., Py, )-Sommants

[Mat03], on a
Lpy,pm) (X1, X, V) = LIy, L 0L, ) (X, X, YY)
avec la Remarque (4.3) on trouve le résultat souhaite. W
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4.4 Comparaison avec d’autres classes d’opérateurs
multilinéaires

On commence par rappeler la définition des opérateurs multilinéaires integraux in-

troduits dans [CD’AGO02].

Définition 4.14. Un opérateur m-linéaire 7" : X; x ... x X, — Y est intégral s’il
existe une constante positive C' telle que pour tout :C{, T € X;, (j=1,..,m), et tout
Yi, .., yr €Y* ona

* 1

Zml (xz) () Y

<C sup
=L1<j<m

(4.5)

Z <T (le, ,x;”) ,yf>

*
IEJ Y *

La classe des opérateurs m-linéaires integraux de Xj x...x X,,, dans Y, notée Int(Xq, ..., X,,,; Y),

est un espace de Banach pour la norme
int(T) = inf{C vérifiant 'inégalité (4.5)}.

Si on munit le produit tensoriel X; ® ... ® X, de la norme tensorielle injective, alors

T € Int(Xy,..., X,,;Y) si et seulement si T € Int(X;®....0.X,;Y) et on a int(T) =

int(T).
Proposition 4.15 (cf. [CD’AGO02)) .On a lidentifation isométrique
Int(Xy, ... X0 Y) = (X180 X,,8.Y*)".

Corollaire 4.16. Soient X, ..., X,,,Y des espaces de Banach. On a les inclusions sui-

vantes

77777
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Preuve. D’apres la Proposition (4.7), on a
€ < Wpipr,oopm) = Ip»
ce qui signifie

(X1Bee®: X0 ®:Y™) " C (X1®0 B0 X @0 Y™) C (X1 @y, .8, Xn®4, Y ),

d’ou le résultat, d’aprés ce qui précede. W

Corollaire 4.17. Soient 1 < p < 00; py, ..., pm € |0, 00] tels que pil +...+ 1% = %. Soient
X;(1<j<m),Y des espaces de Banach. Alors
(1) Nopproeopm) (X1 oo Xoy V) CHT (X, Xt YY) 00 7 = max(? py.
(2) Nopspr,eoopm) (X1, o0y Xy YV) € L (X1, o0, X3 Y) 00 7 = max], py.
Preuve. (1) La formule (4.4) entraine
P;
HT Z1" 9T, )H_ Sup }< ( Liyseees zm y>}<CH z d'uj)p]’

ly*[l=1

alors

DI ACAT

IA
Q
3
3
M
3
<
s
=
[os]
el
Q.
=
<\
N——

(@)™ dptyy,) e

1\|P1
X7 x*<le)| dul p] Ko X Z fBX*

i1=1 im=1
ni r Nm r
< QS [ @A) o (Y [ |2 @) dpy,) e

2'1:1 =1

T (16D yry)

IN
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ce qui achéve la démonstration.

(2) Par la formule (4.4), nous avons

m 1
IT (2, ..., 2™)] < CH(fBX* j* (2977 dp;) P
7=1 ’
m - 1
< CH(IBX,_F 2" (2?)] dpy)r. W
j=1 !

Corollaire 4.18. Si p > m, nous avons

Lop,.p

D o L5(Xy,.; X1 Y) :N( ) (X1 X3 Y.

pour tous espaces de Banach Xq,..., X,,,Y.

Preuve. Par le Corollaire 4.13, on a

N ) (X1 X V) = Dz o LT, IL) (X1, oy X Y)

m

Lip,p

= DrofL (IL,) (X1, ..., X3 Y)
La Remarque 1.22 conclut la preuve. W

Remarque 4.19. Si 'espace Y est de dimension finie, on a pour tout p > m la coinci-

dence

L (X0 ooy Xoi V) = Nz ) (Xt X Y.

Il bien connu que tout opérateur p-sommant défini sur un espace reflexif est compact
[DJT95]. Par conséquent, tout opérateur linéaire Cohen fortement p-sommant est com-
pact dés que son espace arrivé est reflexif. On peut conclure, d’aprés la décomposition
(4.2), que tout opérateur linéaire Cohen p-nucléaire u : X — Y est compact lorsque X ou
bien Y est un espace reflexif. Dans le cas multilinéaire, si Y est reflexif, la factorisation

(2.6) nous permet de conclure, avec la Remarque 1.11, que chaque opérateur multilinéaire
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Cohen (p; p1, ..., pm)-nucléaire T de X; X ... x X,,, dans Y est compact. Réciproquement,
on verra dans le théoreme suivant que si les X3, ..., X,,, sont des espaces de Hilbert, alors

T est compact.

Théoréme 4.20. Soient p,p1, ..., pm € |1, 00] tels que pil—k...+1% = %.Soient Hy, .. H,
des espaces de Hilbert et Y un espace de Banach. Tout opérateur multilinéaire Cohen

(p; 1, -y Pm)-nucléaire de Hy X ... X H,, dans Y est compact.

Preuve. Soient p, p1, ..., pm € |1, 00| tels que pil—l—...—ki = }—17. Soit T € Nppy,.pm) (Hi, ooy Hi3 Y)
par le Corollaire 4.13, il existe un espace de Banach Z, u € D,(Z;Y’), des opérateurs li-
néaires p;-sommants v; € II,, (H;; G;) et un opérateur multilinéaire A € £ (G, ..., Gp; Z)

tels que

T=uoA(v,..,Vn) .

Par le Théoréme de Bu v; € D, (Hj;Gj) .

Maintenant, remarquons que 'opérateur linéaisé de T est

T:uogom@w..@ﬂvm.

Grace au Lemme (2.19), opérateur v; ®; ... ®, v, est Cohen fortement p-sommant.
Comme T est composition de deux opérateurs linéaires Cohen fortements p-sommants,

T est compact et par conséquent 1" est aussi compact. H
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Chapitre 5

Relations entre les opérateurs
m~linéaires et les opérateurs

multi-sous linéaires

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous rappelons quelques généralités sur les
espaces de Banach réticulés. On introduit les opérateurs multi-sous linéaires dans la
deuxiéme partie. Ensuite on étendra le théoréme de Hahn-Banach aux applications mul-
tilinéaires dans des cas particuliers. Dans la quatriéme partie, on introduit la notion
d’opérateurs multi-sous linéaires Cohen fortements sommants. On discutera leurs rela-

tions avec les opérateurs multilinéaires.

5.1 Introduction

Soient X un espace de Banach et Y un espace de Banach réticulé. Soit T': X — Y
un opérateur sous linéaire ( i.e. positivement homogene et sous additif). On note VT le

sous-différentiel de T :

VT ={u: X — Y linéaires tels que u(z) < T'(x) pour tout = dans X} .
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On sait (cf.[AMO04]) que VT est non vide si Y est complétement réticulé et

T(x) =sup{u(x) :u e VT}; (5.1)

de plus, le sup est atteint. Si YV est simplement un réticulé, V1 est en général vide
(cf.[Lin91]). Pour montrer I’égalité (5.1), nous avons utilisé le théoreme de Hahn-Banach,

lequel :

Théoréme de Hahn Banach : Soient Xy, un sous espace fermé de X et Y un
espace complétement réticulé. Soit u : Xg — Y un opérateur linéaire tel que u < T.

Alors u s’étend en un opérateur linéaire u: X — Y tel que u < T et u = u sur X.

Le but de ce chapitre est d’étudier une version multilinéaire de (5.1). Dans un premier
temps, on introduira les opérateurs multi-sous linéaires comme généralisation naturelle
des opérateurs sous linéaires. Le théoréme de Hahn Banach dans le cas multilinéaire
malheureusement est faux en général. En effet, Hayden a proposé [Hay67] la conjecture
suivante : soient X,Y deux espaces de Banach et X, Y, deux sous espaces fermés de
X, Y respectivement. Considérons u € L(Xy, Yp; R) une forme bilinéaire sur Xy x Y; telle
que |lu|| < C. Existe-il w € L(X,Y;R) tel que u/ Xy x Yy = u et [Ju]] < C? 11 a donné
une réponse affirmative dans le cas des espaces de Hilbert et a prouvé dans [Hay67a]
que cela ne caractérise pas les espaces de Hilbert. Defant [DF93] a donné un contre
exemple montrant que la conjecture est fausse en général. En effet, si 'opérateur bilinéaire
u € L(Xo,Y;R) admettait une extension u € L(X,Y;R), chaque v € B(Xy; Y™*) devrait

avoir une extension v € B(X;Y™) :

XO — X
Nv |0
Y*

Posons Xy = Y* et v = idx,, il existerait une extension v qui devrait étre une projection

de X sur Xj, c’est a dire X serait un sous espace complimenté de X. Cela est faux en
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général :

(1) Tout espace de Banach X de dimension infinie, qui n’est pas isomorphe a un espace
de Hilbert, admet un sous espace non complémenté dans X [LT71].
(2) Soient les fonctions de Rademacher définies sur intervalle [0, 1] par r, (t) := (—1)"

site [2%,%[,

I'injection

l2 - Ll [071]
(€a) = ) Carm

est bornée d’apres I'inégalité de Khintchine

BII(Cll, < || ¢ar

L <ANCI,-

Mais [, n’est pas complémenté dans L;. En effet, une projection P : L; — [y — L, est
nécessairement p-sommante par le théoréme de Grothendieck ; comme P? = P c’est un
opérateur compact (par composition de deux opérateurs p-sommants) ; cela est impossible

car l, n’est pas de dimension finie.

5.2 Les opérateurs multi-sous linéaires

On introduit dans cette section la classe des opérateurs multi-sous linéaires. Com-
mencons par donner quelques définitions, propriétés et notations concernant les espaces

de Riesz. Pour plus de détails voir [Zaa97] .

Définition 5.1. Un espace vectoriel réel X, partiellement ordonné par un ordre partiel
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noté <, est un espace vectoriel ordonné (ou espace de Riesz) si

x <y implique z+2<y+ 2z pour tout z € X,

x>0 implique ax >0 pour tout o dans R, .

Notation. Soit X un espace de Riesz.

1. On note X+ = {z € X : © > 0}. Un élément x de X est positif si x € Xt. L’ensemble
X est appelé cone positif de X. Il vérifie les propriétés suivantes :

a) r € X7,y € Xt implique z +y € X+,

b) x € X implique ax € X pour tout réel a > 0.

c) x € X, —z € X implique = = 0.

2. La borne supérieure d’un ensemble & deux éléments est notée x V y ou sup{z, y} et la
la borne inférieure d’un ensemble a deux éléments est notée = Ay ou inf{z, y} . Pour tout
x € X on peut écrire xt =2V 0; 27 = —xVO0,donc |z| =27V (—z) et z =27 — 2.
On a aussi

a) 0<zm <|r|]et 0 <z <|z|dou —z~ <z~ <z .

b) x <y si et seulement si 27 <yt et 27 > y~.

) [z Ayl =0 = |z +y[ = |z -y

¢}

d) 2]V Iyl =5 {lz+yl+1z—yl} et [2[ Ayl = 5 {lz+yl - |z —y[}.

Espaces réticulés et complétement réticulés.

(1) Un espace vectoriel partiellement ordonné X dans lequel toute paire d’éléments a une
borne supérieure est appelé espace vectoriel réticulé ou de Riesz.

(2) Un espace vectoriel est complétement réticulé si toute partie non vide et majorée pour

l’ordre admet un supremum.

Rappelons qu’une norme ||.|| sur un espace de Riesz X est une norme réticulée si
Ve,y € X, |z| < ly| = ||z|| < ||lyll (en particulier z € X et |z| ont la méme norme).
Un espace de Riesz muni d’'une norme réticulée est appelé espace de Riesz normé. Si la

norme est compléte, on dira que X est un espace de Banach réticulé (Il est complétement
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réticulé s'il est complétement réticulé en tant qu’espace vectoriel). Les deux inégalités

suivantes sont vérifiées ||z —y~|| < ||z —y|| et |||z] — |yl < |z —y]| .

Exemple 5.2. (1) L’espace C' (K) est un espace de Banach réticulé.

(2) L’espace L,(p1) (1 < p < 00) est un espace de Banach complétement réticulé.

Soient X, ..., X,, des espaces de Banach réticulés; alors le produit X; x ... x X, est

aussi un espace réticulé, pour la relation d’ordre
<y <yl .., z" <y™ pourtous z,y € X1 X ... x X,

et

sup {z,y} = (sup {z',y'},...,sup {2, y"})

On note

(X1 x..xXn)" = X x..xXf

Remarque importante. Dans tout ce qui suit, les espaces de Banach réticulés sont
celles des classes d’équivalence des fonctions mesurables sur I'espace mesuré (€2, i), avec

la relation d’ordre naturelle (on va utiliser la mutiplication dans X).

Nous définissons maintenant les opérateurs multi-sous linéaires, notion apparue premie-

rement dans [Don90] pour les opérateurs bi-sous linéaires.

Une application 7" d’un espace de Banach X dans un espace de Banach réticulé Y est

dite sous linéaire si, pour tout z,y dans X et A\ dans R*, nous avons
() TOx) = AT(),
(i) T(r+y) < T(@)+T(y).

Remarquons que 7' (0) = 0 et =7 (z) < T (—x). Si X,Y sont deux espaces de Banach
réticulés, on dit que u € B (X;Y") est positif si u(z) > 0 lorsque > 0. On note B (X;Y)

I'ensemble des u € B(X;Y') qui sont positifs.
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Définition 5.3. Soient X1, ..., X,, des espaces de Banach et Y un Banach réticulé. Une
application 7' de X; x ... x X, dans Y, qui est sous linéaire par rapport a chaque variable,

est dite multi-sous linéaire (ou m-sous linéaire).

La multi-sous linéairité est stable pour ’addition et la multiplication par un scalaire

positif. On note
SL(X1, ..., Xm;Y)

I’ensemble des applications m-sous linéaires T': X; x...x X,, — Y. SiX;=.. =X, =
X, on note simplement SL(™X,Y). On munit SL(Xy, ..., X,,;Y) de la relation d’ordre
suivante

T <1 <— Tl(l') < TQ(SL’), Ve e Xg x...x X,
et
VT ={ue L(Xy,..X;Y):u<T}

(i.e,, Vo € X1 X ... X X, u(z) < T(x)). Alors, nous avons
u€ VT <= —T(z*,...,—27, ..., 2™) < u(z) < T(z)
pour tout = = (a',...,2m) € X1 X ... x X, et j € {1,...,m}.

Remarque 5.4. Pour certains 7', ’ensemble VT n’est pas vide. Mais, on ne sait pas

c’est toujours vrai.

On dit qu’'un opérateur m-sous linéaire T est :
(a) symétrique suivant j si, pour tout x € X} x ... x X,,,, T(z) = T(x!, ..., =27, ..., ™).
(b) positif si, pour tout z € X; x ... x X,,,, T'(z) > 0.

)

c) croissant (X; Banach réticulé pour tout si pour tout z < y dans X; X ... X X,,,
J)s Y

T(x) < T(y)-
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La symétrie (pour un j) implique la positivité, 'inverse est faux. Il n’existe pas de relation

entre la positivité et la croissance. Si T' est symétrique suivant un j, on a
u€e VT < |u(z)| <T(x), VeeX

et
T(x', .., x?,...,a™) = |\ T(z), pour tout

Soit T" un opérateur m-sous linéaire de X; x ... x X,, dans un Banach réticulé¢ Y. L’opé-
rateur T est continu si, et seulement s’il existe une constante positive C' telle que, pour
tout z € X1 X ... x X, [|[T(2)|| < Clz?] ... ||2™||. Dans ce cas on dit aussi que T est

borné et on pose

1T = sup{IT @)l = 12"l 5, = L, 2™ [y, = 1}

On note SL(X7, ..., X;m;Y) le cone des opérateurs multi-sous linéaire continus (bornés)

de X; x ... x X,,, dans Y.

Exemple 5.5. 1- Soit u € SB(G;Y') un opérateur sous linéaire. Pour tout 7' € L( X1, ..., X;n; G),

u o T est multi-sous linéaire.

..

2- Lopérateur T (z,...,x™) = ||z*|| ... ||[™|| est m-sous linéaire.

3- Soient p;p1, ..., pm € ]0, 00] tels que zlj < pil + ..+ z%' Considérons

X Xy, —

T: Iy,

(@)oo (@)y) = (22 )

p

L’opérateur T est m-sous linéaire et ||T'|| < 1. En effet, par I'inégalité de Holder généra-

lisée, nous obtenons

1
Pm

00 ) ) ;T 00
St < (Sher ) (Sieer)
n=1 n=1 n=1
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4- Un opérateur T de X; x ... x X, dans un espace de Banach réticulé¢ Y est dit m-
quasilinéaire si pour tout z = (z',...,2™) € X3 x .. x X, v/ € X; (1 < j < m) et
AeR

(i) |T(zY, ..., ?, ™) = |\ |T(x)] pour tout 1 < j < m,
(i) |T(x',...27 +97,..,2™)| < |T(x)|+|T(z,...;47,...,2™)].

En général, la somme de deux opérateurs m-quasilinéaire ne 1’est pas, mais \T" est m-
quasilinéaire si 7" l'est. Si on pose ¢ () = |T'(x)] alors ¢ est un opérateur m-sous linéaire

symétrique. Si 1" est m-sous linéaire symétrique pour un j, alors 7' est m-quasilinéaire.

Remarque 5.6. Soit m € N*. Soient X1, ..., X,,, F1, ..., E,,, Y, Z des espaces de Banach
tels que Y, Z sont réticulés.

(a) Si T est dans SL(X7,..., X Y) et u € BT (Y; Z), alors, uo T € SL(Xq, ..., Xpn, Z).
(b) Si u; est dans B(E;; X;) (1 < j < m) et T dans SL(X;, ..., X,,;Y), alors, T o
(U1, ..., ty) € SL(EY, ..., B Y).

(c) VT € SL(X, ..., X;n;Y) et YA € R, nous avons pour tout j

M (x) ST (21, 0y ATjy ooy ).

En conséquence, T < u (u € L(X1,...,X,n;Y)) = T = u. En effet, pour tout = €
X1 X ... X Xy,

T<u
T (r) < wu(w)
T(l’l,...,—xj, ,xm) < u(xla 7_x]7 7$m>

I
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5.3 Extension du théoréme de Hahn-Banach pour les
opérateurs multi-sous linéaires.

L’importance du théoréme classique de Hahn-Banach dans le cas linéaire a motivé de
nombreuses tentatives d’établir des versions non linéaires correspondantes. Cette question
a été traité dans [Car99, CGJ, CGMM94|. La réponse est en général négative. L article
[Aro80] montre qu’il n’y a pas de théoréme de Hahn-Banach pour les polynémes homo-
gene de degré m > 1 sur un espace de Banach. Mais il y a des réponses positives a ces
questions dans certains cas particuliers. L’objectif de cette section est d’étudier une ver-
sion particuliere du théoreme de Hahn-Banach pour les opérateurs multilinéaires. Nous
établissons, sous certaines hypotheses, une relation entre les opérateurs multilinéaires et

multi-sous linéaires.

Formulation du probléme. Soient X; (1 < j < m) des espaces de Banach et Y un
espace de Banach complétement réticulé. Soit £ un sous espace de Xj;. Soit vy un
opérateur m-linéaire borné de F; X ... x E,, dans Y et T" un opérateur sous linéaire sur

X7 X ... x X,,. Si on pose le probleme comme dans le cas linéaire, c’est a dire
up () < T(x)sur By x ... x E,

on aura une réponse négative. En effet, soit v : X; x ... x X;;, — Y le prolongement
borné de ug tel que u (z) < T (x) pour z € X; X ... X X, S’il existe zp € X X ... X X,
tel que u (zg) > 0, alors u (z9) = 0. En effet, pour a € Ry, u(zg) = u(x},...,x]) =

a""u(axd, ...,axd) < a”™T (axg) < a'~™T (x¢), d’ou
lu(zo) | < a'=™ I T (o)l

qui converge vers 0 quand a — oo (m # 1), i.e., u(zo) = 0. Finalement, u () < 0 pour

tout x dans X; X ... X X,,, ce qui entraine u = 0.
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On formule donc le probléme de la facon suivante : Soit v un multilinéaire défini
sur le sous espace Ey X ... X B, C X; X ... x X, (E; C Xj), tel queu <TouT €
SL(X1, ..., X;n; Y). Existe-t-il un opérateur multilinéaire @, défini sur X; X ... x X,
prolongeant u et vérifiant

4 <Tsur X; X ..xX,,7.

Le théoréeme suivant généralise le théoréme de Hahn-Banach pour certains opérateurs

multi-sous linéaires.

Théoréme 5.7. Soient Xi,...,X,, des espaces de Banach et Y un espace de Banach

complétement réticulé. Considérons T dans SL(X7, ..., X.n;Y), de la forme
T (z',....a™) =T (z') .. T,, (a™)

ot les T; : X; — Y sont des opérateurs linéaires bornés symétriques. Alors, pour
tout kg € X7 X ... x X, il existe uy, € VT tel que T(x9) = uy(zo) (ie., T(x) =
sup{u(z) : uw € VT'}) est atteint.

Preuve. Considérons opérateur linéaire v; : Rz — Y défini par v, (/\CL‘%) = \T; (m{))
Pour T; : X; — Y, on av; <7} sur Rx‘é. Par le théoréme de Hahn-Banach (cf.[Zaa97])
appliqué aux opérateurs sous linéaires, il existe une extension linéaire de v; noté u; telle
que u; < T; sur X;. Comme 7} est positif (7; est symétrique) pour tout j, nous avons

\uj (27)| < T (a?), 27 € X;. Ainsi,
lug (@) o (2™)] < Ty (2Y) T (@) Vo € Xy X oo X X,

ou encore, en posant u (x) = uy (z1) ..Uy, (z™),
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Cela acheéve la démonstration car v multilinéaire prolonge v;...v,, et
w(wo) = w(xy, ooy ") = Vay (T, -y ') = T1 () .. Tn () = T(0). W

Corollaire 5.8. Soient X;,...,X,, des espaces de Banach et Y un espace de Banach
complétement réticulé. Soit T € SL(Xq, ..., Xm;Y) tel que

T (:L‘l, ,a:m) =T (1‘1) o (™)

ot T; : X; = Y est un opérateur borné symétrique. Alors
@) NT@I = sup flul@)],
ueVT
@ N7 = sup ful.
ueVT
Preuve. (i) Soit z = (z!,...,2™) € X X ... X X,,. Par le Théoréme précédent, il existe
u, € VT tel que

7@ = Nl < sup Jlu@)]

D’autre part, pour u € VT,

—u(x) = u(—z', ..., ™)
< T(—a'..,2™)
< Ty(—z') .. T, (™) (Ty est symétrique)
< Ty(2Y) .. T, (z™)
< T(x

Ceci implique |u(z)| < T'(z) et ||u(x)| < ||T(x)]|. Donc
sup [Ju(z)| < [[T(2)]-
ueVT

(ii) se déduit immédiatement de (i). W

Corollaire 5.9. Dans les mémes conditions que le corollaire précédent, les propriétés
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sutvantes sont équivalentes
(i) L'opérateur T est borné.

(ii) Pour tout u dans VT, u est borné.
La démonstration utilise le Théoréme de Banach-Steinhaus.

Lemme 5.10 (Théoréme de Banach-Steinhaus) (cf.[Bre87]). Soient X,Y deux espaces
de Banach. Soit S C B(X;Y') une famille d’opérateurs linéaires. Si

sup ||u (z)|| < oo pour tout x € X,
ucsS

alors il existe une constante C' < oo telle que

sup ||ul| < C.
ucsS

Preuve du Corollaire (5.9). L’implication (i) = (i7) est immeédiate.

(i1) = (i) Tout élément v € X;®y...0,X,, admet une représentation

oo
v = 5 x}@@xr
i=1

telle que

oo
i=1

Posons S = {@ 1 u € VT'}. Soit v € X1®x...0 X, Alors

sup [|@ (v)|| = sup
aeS ueVT

i=1
< Z sup Hu (xll,,x;”)H

i1 uevVT
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D’apres le Corollaire (5.8; (i)),

UES

sup|i (0)| < Y |7 (a}, 2|
=1

IA

o0
ITI> " [t] - Nl < oo
=1

Par le Théoréme de Banach-Steinhaus, il existe une constante positive C' < oo telle que
sup [|af < C
aeS

i.e., sup |lu|| < C. On conclut par le Corollaire (5.8; (ii)). W
ueVT

Remarque 5.11. En général, ||u|| < 2||T|. En effet, u(z) < T'(x) implique —u(z?, ..., 2™) <
T(—z',...,x™) et

u@| < sup{T(, . a™), T(—a), .. 2™)
< sup{|T(a, 2™ | T(=2t, 2™}
< |T(2t,...,2™)| + |T (=2, ..., z™)]|.

Corollaire 5.12. Soit T' € SL(X1, ..., X;n; K) (K =R ou C) défini par

Alors
(i) VT ={u € L(X1,.... X}n) : |Jul] <1} = Brixy,. xm)-
(@) |zt ... |z = sup  |u(z)] et

Preuve. (i) Facile a voir.
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(i) Vient du Corollaire (5.8). W

5.4 Les opérateurs m-sous linéaires Cohen fortement
p-sommants

Cette section est consacrée & étudier les opérateurs multi-sous linéaires Cohen for-
tement p-sommants. C’est une adaptation de [AMO7]. Nous démontrons par une autre

méthode le théoréme de domination de Pietsch.

Définition 5.13. Soient 1 < p < oo et m € N*. Soient X1, ..., X,,, des espaces de Banach
et soit Y un espace de Banach réticulé. Un opérateur m-sous linéaire 7" : X; X...x X,,, —
Y est Cohen fortement p-sommant, si et seulement s’il existe une constante positive C' > 0
telle que, pour tout n € N, a:{, ol € X5 (j=1,...,m) et yi,...,yk € Y,

1)} sup 67Dl - (652

1j5=1

ICT () i) |y < €

n
1=
Rappelons que c’est la méme définition que pour le cas multilinéaire. La classe des opéra-
teurs multi-sous linéaires Cohen fortement p-sommants de X; x ... x X,,, dans Y est notée
8D (X1, ..., X;n; Y). On note aussi d'(T') la plus petite constante C' telle que I'inégalité

(5.2) soit vérifice. Pour la définition des opérateurs multi-sous linéaires Cohen fortement

p-sommant positifs, on remplace Y* par (Y*)".

Soient m € N et T' € SL(Xy, ..., X;n; Y). Par (5.2), 'opérateur T est Cohen fortement

p-sommant, si et seulement si, pour tout n € N et tout v € B(l; Y™),

1 [[][%)7 ol (5.3)

n
=1j=1

)

DT (ol ) cule)] < O

Pour p = 1, nous avons SDT" (X1, ..., X,,; Y) = SL(Xy, ..., X0} Y).
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Proposition 5.14. Soit m € N*. Soient X4,..., X,n, F1, ..., B, Y, Z des espaces de Ba-
nach tels que Y, Z sont réticulés. Considérons T € SL(X1, ..., Xm;Y), u € B(Y;Z) et
u; € B(E;, X;) (1<j<m).

(i) Si T est Cohen fortement p-sommant, alors uwo T est Cohen fortement p-sommant
et d(uT) < [Jul] d™(T).

(ii) Si T est Cohen fortement p-sommant, alors T o (uy,...,u,) est Cohen fortement

p-sommant et d} (T o (u1, ..., upm)) < d'(T) IT [uyl|-

J=1

Preuve. (i) Soient n € N, a7, ..., 27 € X; et z},..., 25 € Z*. T suffit par (5.3) de prouver

que

é T (3o a) ,20)

o v: Z — . vérifie v(z) = ) 2/ (2)e;.

< Il d ()3 T 1221,)? I

=1
Nous avons
A71|<uT(x%,--',x?l)7ZS‘>| = ;I(T(I},---,x?"”)7U*(Z£")>I
< dr () IT =5 )7
i=1j=1 J
ou

= [u@)l

n

x _u(y) >
ZZ 9 U 61.
. < Tu(y)]

~

Ceci implique

ol <l sup (25 (D)l

IN

[l [l
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(i) Soient n € N, ¢}, ..., el € Ejetyy,...,y, € Y. Nous avons

S (T 0 (11, vyt (e ). 47)
- z\<T<u1<e3>,...,um<em),y:>|
% 1Tl (@)IF)? ||v||<<y>=i_ily:<y>ez->
dy (T ><]H sl 3 lf],)7 e
dp ) IT sl (35 T 111, ol

i=1j=1

<.
3
—

A IA
Hgﬁ

IN

Donc &' (T o (u1, ..., um)) < d(T) I ||uyl|. W

Le résultat principal de cette section est une extension du “Théoréme de domination
de Pietsch". Dans le cas multilinéaire, les auteurs de [AMO07] utilisent le lemme de Ky

Fan. Ici on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 5.15. Soit K un espace compact et soit C un coéne convezre de C(K) (I’espace

des applications continues sur K) tel que

Vel supf(t) <0

teK

Alors, il existe une mesure de probabilité pu sur K telle que
VfeC [, f(t)du(t) <O.

Preuve. Soit K I'ensemble ouvert convexe des éléments f € C(K) tels que inf f > 0.
Dans C(K), les ensembles K, C sont disjoints. Par le théoréme de Hahn-Banach (forme
géomeétrique), on peut séparer I’ensemble convexe K du cone ouvert convexe C, i.e., il

existe une mesure de probabilité u sur K telle que p(f) < 0 pour toute f € C. B

Théoréme 5.16. Un opérateur m-sous linéaire T € SL (X1, ..., X;;Y) est Cohen for-
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tement p-sommant (1 < p < 00), s’il existe une mesure de probabilité de Radon u sur

By telle que, pour tout (z',...,2™) € X1 X ... X Xy,

(T (@ a™)

H ||33]H ly* HL (By s 1) * (5.5)

Réciproquement, s’il existe une constante positive C' et un mesure de Radon (i sur By«

telles que, pour tout (zt,....2™) € X1 X ... X Xy,

1
P ), (5.6)

|<T (a:l, ,xm) ,y*> <

(¥™)
alors T' € SD}' (X1, ..., X;n; Y) et d7(T) < C.

Preuve. Prouvons d’abord la réciproque. Soient z}, ...,z € X; X ... X X,,, (1 <7 < n)

et yi,...,y: € Y*. Par (5.6)

1

yi (™) duly™))r",

(0 (ata?) )] < CH ] (.

pour tout 1 <7 < n. Donc

iiluT(x;, 27, y)|
< ST oo o ™ diaty™))7)

(par Holder) < cé}@ﬁl\\x]!! d 1<fBY** v duy)”
< O A sup 060D cie -

Cela implique T' € 8D (X, ..., X;n; V) et 4} (T) < C.
Démontrons la premiére implication. Soit K = By««. Considérons ’ensemble C des fonc-

tions sur K a valeurs dans R de la forme

o) @) = DU @l )| = ST = S 0790 67

111



ou (z7)

effet, soient f,g € C et a € R, tels que

1<i<n

(). ) @)
= (T ) )

~ ¢ B 1P - & i)

et

9y e W)
<T («*, 2™y >

H 0 = % 1wl ).

=1

Il s’ensuit que

af =

a([(T («f, ...,

7 )

Z

M-

HII I = = ™))

et o)
H ”a7x/j
7j=1

= Jrroo N7 & (**)
(W%)@WJ)y

f + g est finalement associée aux (z;) et aux (y;) définis par

=1

Mw

=1

| Q

—~

ft+g =

> (KT (=), )

=1

H 22" = = i, ™))
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avecn =k +1,
! si 1<i<k,

27 si k+1<i<n

et
i} yr st 1<i<k,

1%
[

si k+1<i<n.

Par l’identité élementaire

Vo, € R®  af = inf {1 (g)p L <eﬁ)p*} , (5.8)

e>0p€

nous obtenons

UEND
O T C e e
= KT (k) )] = 5 2T = 5 D 1wiw™)

i=1 j=1
< ST (k) sy - OO AT =7 O w17
i=1 i=1 j=1 i=1

Par (5.2) ysueI)Kf((wf)(yf))(y**) < 0. Par le Lemme (5.15), il existe une mesure de proba-
bilité 1 de K telle que u(f) < 0 pour toute f € C. Pour z = (2!, ...,2™) € X X ... Xx X,
et y* € Y7, nous avons f(y) = fuyr(y™) = (T (), .ca™),y")| — %]ﬁlnaﬂn” -
sy

Do (7 (0" eo) )] < O T 121+ 2 070

Pour € > 0, remplacons 27 par -2/, y* par ey*, puis prenons I'infimum sur ¢ > 0 (voir
em

<
p*
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(5.8)). On obtient

(T (2, ... 2™) , y")

< CGIT | 5|+ 3 S Mew w )l )
J—m , »
]1;[1||IJ|| 1 * xx\ |D* % P
< G = |+ (Ul ymrF))
1
S *

C Tl )7

Donc (T (2%, ..., 2™) ,y*)| < C’Hl |27 ]| 111, (By e ) - C€ qQui termine la preuve. W
]:

Corollaire 5.17. Soient 1 < p; < py < c0. Si T € SD,,(X1,..., X;n;Y), alors T' €
SDp (X1 X3 Y) et
dm(T) < d™(T).

5.5 Comparaison avec le cas multilinéaire

Rappelons que le dual X* d’un espace de Banach réticulé X est un Banach comple-

tement réticulé pour la relation d’ordre

r) <7y <= (2], 2) < (x3,x), VeeX" (5.9)

ou (., .) est le crochet de dualité.

Un sous espace réticulé d’'un espace réticulé X est un sous espace £ C X tel que :
xrVy € FE dés que x,y € E. Le plongement canonique ¢ : X — X** de X dans son
bidual, défini par (i(z), x*) = (z*, z) , est une isométrie d’ordre de X dans un sous espace

réticulé de X**, voir [LT96; Proposition 1.a.2]. En considérant X comme sous espace
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réticulé de X**, nous avons, pour tous x1,z2 € X,
Ty < Ty = (11, 0%) < (w9, 2%), Var e (XH)T. (5.10)

Soient X7, ..., X,,,Y des espaces de Banach réticulés. Un opérateur multilinéaire u :

X X ... x X,,, — Y est dit positif si, pour tout z € X;" x ... x X;I u(z) est positif. Alors
0@, ™) <l [,
Pour plus d’information sur les opérateurs multilinéaires positifs voir [Mas00].

La proposition suivante donne un lien entre 7" et le sous diftérentiel V1'. Nous employons

la notion d’opérateur p-sommant positif définie dans [Bla86].

Proposition 5.18. Soient X1, ..., X, des espaces de Banach réticulés et Y un espace de
Banach complétement réticulé. Soit T un opérateur m-sous linéaire borné de Xy X ...x X,,
dans Y. Supposons que T est Cohen fortement p-sommant (1 < p < o0) et que VT est
non vide. Alors, pour tout u € VT, u est Cohen fortement p-sommant positif et donc u*

est p*-sommant positif.

Preuve. Par (5.9), pour tout = = (21, ..., 2™) dans X; x ... x X,,, et y* dans (Y*)",

- <u(x)7y*>
— <u(x1,...,—:17j, ’xm)’y*>
< (T(at, .., =27, 2™),y")
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Cela implique

IN

sup {(T'(z),y*), (T(x', ..., =27, ..., 2™),y*)}
< sup {[{T(z),y*)|, (T(a?, ..., =27, ..,2™),y")|}

[{u(2), )]

< NT(x),y")|+ (T(2!, ..., =2, ..., 2™), y*)|
et par (5.6)
[(u (), y")| < 24" (T) -H1 [ N P (5.11)
=

Donc, u est Cohen fortement p-sommant positif. Alors

1

lu"(y™)]l < 2d;”(T)/ " (™" duly™)r", (5.12)

By**

i.e., l'opérateur u* est p*-sommant positif et 7. (u*) < 2d7/(T). W

Corollaire 5.19. Soient X1, ..., X, des espaces de Banach réticulés et Y un espace de

Banach complétement réticulé. Soit T € SL(Xq, ..., Xpm;Y) tel que
T (z',....a") =T (z') .. T,, (™)

ot T; : X; — Y est un opérateur sous linéaire symétrique. Si T' est Cohen fortement

p-sommant, alors pour tout u € VT, u* est p*-sommant positif.
Remarque 5.20. On ne sait pas si u est Cohen fortement p-sommant.
Maintenant, on étudie la réciproque de la proposition (5.19).

Théoréme 5.21. Soient X, ..., X,, des espaces de Banach réticulés et Y un espace de
Banach complétement réticulé. Soit T un opérateur m-sous linéaire borné de X1 x...x X,,

dans Y. Supposons qu’il existe une constante positive C' > 0, un ensemble I, un ultrafiltre
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U sur T et {u;}ie; C VT tels que, pour tout © dans X; X ... x X, et y* € Y*,

(s (), y7) | — (T (), 7))

et dy(u;) < C. Alors T' € SD'(Xy, ..., X, Y) et d7(T) < C.

Preuve. Comme vu; € D)'(Xy, ..., X;,, Y), il existe, par le Théoréme 5.17, une mesure de

probabilité de Radon p,; sur By« telle, que pour tout z € X,

|<uz (.f(}'l, 7$m) 7y*>} S d;n(uz) Hl ||xJH Hy*HLp*(BY**,;LZ-) :
j=

Or, pour tout y* € Y*,

|<uz (xl,...,xm) ,y*>

— (T (a',....2™) ,y")|

d’ou
m , . 1
(T @),y <lnd? ) [T |l | ly" (™" diasty™)?"
1= YRk

La boule unité By« étant x-faiblement compacte, (u;) converge -faiblement vers une

probabilité p sur By«; par conséquent, pour tout z dans X; x ... x X,,, et y* € Y*,

1

(T (2),5°)] < C 12| / ) )

Cela implique &'(T) < C. W
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Terminons cette sections par deux questions :

Question 1.

Soit T" un opérateur sous linéaire de ’espace de Banach X dans un espace de Banach
complétement réticulé. Alors, par [AMO04 ; Proposition 2.3], T (z) = sup {u (z) : u € VT'}
et le sup est atteint. Si 1" est un opérateur m-sous linéaire borné de X; x ... x X,,, dans Y.
L’ensemble VT est-il non vide ? Si VT est non vide, a-t-on 7' (z) = sup {u (z) : u € VT'}
et le sup est-il atteint 7

Question 2.

Soient X7, ..., X,, des espaces de Banach réticulé et Y un espace de Banach réticulé. Soit
T un opérateur m-sous linéaire borné de X; x ... x X,,, dans Y. Supposons V7T non
vide, T'(x) = sup{u (z) : u € VT'} et supposons que le sup est atteint. Est ce que VT
C DXy X ... x Xy, Y) implique T € SD'(X; X ... X X;,,Y) 7 On ne sait pas non plus

si 'inverse est vraie.
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