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0.1 Introduction

Les applications sous-linéaires ont été un objet mathématique très étudiées au cours

ces dernières années et surtout dans le domaine de l�interpolation et des factorisations

sous toutes les formes. Très récemment Grafakos, Defant, Garcia Cureva et Cie ont donné

un développement importent à cette notion. Dans cette thèse, on va s�intéresser aux

opérateurs sous linéaires T et les opérateurs linéaires � T . On essayera d�introduire, de

comparer et de généraliser des résultats classiques ou universels du linéaires au sous-

linéaires.

Les travaux de cette thèse se situent dans le cadre de la géométrie des espaces de

Banach. Il porte sur la sommabilité des opérateurs sous linéaires dans tous ces aspects et

la factorisation de ses mêmes opérateurs par les espaces Lp. Deux concepts entièrement

liés l�un à l�autre.

Ce travail se divise en quatre parties. Dans la première partie, on étudie une ten-

tation de construction d�opérateurs sous-linéaires adjoints. Dans la deuxième partie on

étudie quelques factorisations pour les opérateurs sous linéaires à valeurs dans un Lp

par Lq et quelques problèmes relationnels avec les opérateurs linéaires. Puis, on intro-

duira une nouvelle catégorie d�opérateurs. Il s�agit des opérateurs sous-linéaires fortement

p�sommants. On donnera un analogue au théorème de domination de Pietsch. La der-

nière partie concerne la généralisation de la précédente partie au cas non commutatif.

Dans le premier chapitre on donnera dans un premier temps un aperçu général sur les

espaces Riesz, Banach réticulés et Banach quasi-réticulés. Puis on étudiera les opérateurs

sous-linéaires et quelques propriétés qui s�y ramènent, telle que l�extension du théorème de

Hahn-Banach aux opérateurs sous-linéaires. On donnera aussi quelques résultats relatifs

à cette classe d�opérateurs. Dans le second, qui est le premier objectif de la thèse, est

d�étudié le problème qui consiste à dé�nir l�opérateur adjoint d�un opérateur sous-linéaire.

Notre travail concernera que les opérateurs sous-linéaires T de X un espace Banach

réticulé concret dans Y un espace de Banach complètement réticulé. Les propriétés qu�on
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va annoncer seront proches de celles des opérateurs sous-linéaires.

Les travaux du deuxième chapitre se situent dans le cadre du développement de

quelques théorèmes de factorisations dans le cas sous linéaire. Nombreux problèmes en

analyse commutatif passent par le principe de factorisations, par exemple les opérateurs

sommants dans toutes ses dimensions. Les études consacrées à ce domaine ont donné lieu

à une littérature riche et vaste qu�on citera au fur et à mesure dans notre travail. Gro-

thendieck a établi dans [Gro56] que tout opérateur linéaire continu d�un espace L1(S; �)

dans un espace L1(
; �) admet la factorisation

L1(S; �)
eu�! L2(
; �)

Tg�! L1(
; �)

où eu est un opérateur linéaire continu et Tg l�opérateur de multiplication par une fonction
g 2 L2(
; �):

Dans la même direction, E. M. Nikishin a montré dans [Nik70] que tout opérateur linéaire

continu d�un espace de Banach X dans un espace L0(
; �) ((
; �) espace de probabilité)

admet la factorisation

X
eu�! Lp(
; �)

Tg�! L0(
; �)

où eu est un opérateur linéaire continu, Tg l�opérateur de multiplication par une fonction
mesurable g et 0 < p < 1:

Dans sa thèse [Mau74], B. Maurey a donné une condition nécessaire et su¢ sante pour

que l�opérateur u : X �! Lp(
; �)((
; �) un espace mesuré quelconque) admette la

factorisation

X
eu�! Lq(
; �)

Tg�! Lp(
; �)

où eu est un opérateur linéaire continu, Tg l�opérateur linéaire de multiplication par une
fonction g 2 Lr(
; �) et p; q; r tels que 0 < p � q � 1 avec 1

p
= 1

r
+ 1

q
:
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L. Mezrag a supprimé dans [Mez85] l�hypothèse d�approximation métrique sur l�espace

X des théorèmes de B. Maurey et les a généralisé dans [Mez04] pour les opérateurs de

cotypes �nis:

Dans [Pis86] ; G. Pisier s�est attaqué à un problème plus général et a donné des conditions

nécessaires et su¢ santes pour qu�un opérateur linéaire borné u : X �! Lr(
; �)((
; �)

un espace mesuré quelconque) se factorise par Lp1(
; �); 0 < r < p < 1: Il a traité

aussi le problème dual (i.e., la factorisation des opérateurs linéaires de Ls(S; �) dans un

espace de Banach Y par Lq1(S; �); pour 1 � q < s <1).

Dans [AM02] D. Achour et L. Mezrag ont généralisé les théorèmes de factorisations

des opérateurs linéaires d�un Banach X à valeurs dans Lr par Lp1 qui ont été fait par

Pisier [Pis86], aux opérateurs sous-linéaires.

On va traiter dans ce chapitre la généralisation du théorème de factorisation de Mau-

rey aux cas des opérateurs sous-linéaires. Par une toute autre méthode, A. Defant dans

[Def01] a généralisé ce type de factorisations aux opérateurs homogènes. Nous vous ré-

férons à [MT04] pour ce résultat: Donc, on étudiera l�équivalence suivante qui est notre

résultat principal.

Soit 0 < p � q � 1: Soit T : X �! Lp(
; �) un opérateur sous-linéaire continu.

8u 2 rT; u se factorise par Lq(
; �) () T se factorise par Lq(
; �)

où rT = fopérateurs linéaires u : X �! Lp(
; �) tels que u � Tg.

Ainsi on établira une condition nécessaire et su¢ sante pour que l�équivalence citée ci

dessus aura une réponse positive. Autrement dit, nous démontrons que, si u est un opéra-

teur linéaire q�convexe pour tout u dans rT et Cpq (u) (la constante de la q�convexité

de u) est uniformément borné, l�équivalence comme mentionnée dans le résumé de ce

chapitre sera véri�ée et ceci sous la supposition que l�ensemble fgug pour u dans rT est

latticiellement borné. Sans cette condition l�équivalence est fausse. Nous donnerons un

contre exemple pour montrer l�invalidité de cette équivalence. On termine ce chapitre par

une étude du problème dual i.e., donner des conditions nécessaires et su¢ santes de fac-

torisation des opérateurs sous-linéaires continus d�un espace Lq(
; �) dans un espace de
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Banach complètement réticulé X par Lp(
; �) avec les mêmes conditions sur les nombres

réels p; q:

Le troisième chapitre sera consacré au théorème de domination pour les opérateurs

fortement p�sommant. Pietsch a montré dans [Pie67] que l�identité de l1 dans l2 est

2�absolument sommant mais l�opérateur adjoint n�est pas 2�absolument sommant. Pour

cela, le concept des opérateurs linéaires fortement p�sommants (1 � p < 1) a été

introduit par J. S. Cohen [Coh73] comme une caractérisation du conjugué d�un opérateur

linéaire absolument p��sommant (p� est le conjugué de p, i.e., 1
p� +

1
p
= 1). Un opérateur

linéaire u entre deux espaces de Banach X et Y est fortement p�sommant pour (1 <

p < 1) s�il existe une constante positive C telle que pour tout n 2 N, x1; :::; xn 2 X et

y�1; :::; y
�
n 2 Y �, on aP

1�i�n
jhu (xi) ; y�i ij � C(

P
1�i�n

k(xi)kp)
1
p supy2BY (

P
1�i�n

jhy�i ; y)ij
p�)

1
p� :

La petite constante C qui véri�ant l�inégalité précédente est notée par dp(u), qui est une

norme dans Dp(X; Y ) l�espace de tous les opérateurs linéaires fortement p�sommants

entre deux espaces de Banach X et Y . On a D1(X; Y ) = B(X; Y ), l�espace vectoriel de

tout les opérateurs linéaires bornés de X dans Y .

On va généraliser dans ce chapitre la notion précédente aux opérateurs sous-linéaires

et on donnera un analogue au théorème de domination de Pietsch pour cette catégorie.

Ce théorème est l�un des principaux résultats de ce chapitre. Cohen a déduit le théo-

rème de domination au cas linéaire simplement à partir de l�opérateur adjoint qui est

p��sommant. Ce n�est pas le cas pour les opérateurs sous-linéaires car l�adjoint d�un

opérateur sous-linéaire n�est encore bien dévloppé. On va le démontrer directement en

utilisant le lemme de Ky Fan. On terminera ce chapitre par une étude relationnelle pour

cette notion entre les opérateurs linéaires et les opérateurs sous-linéaires.

Le quatrième chapitre se situe dans le cadre de la théorie récente des espaces d�opé-

rateurs (où les espaces de Banach non-commutatifs) développée par [Ble92a] [Ble92b]

[BP91] [ER88] [ER91] [ER93] [Pis96] [Rua88] et [Pis98], opérateur borné a été remplacé
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par opérateur complètement borné, isomorphe par complètement isomorphe et espace de

Banach par espace d�opérateurs ( ou encore espaces de Banach quantiques). Précisément,

on regarde dans cette nouvelle catégorie d�espaces tout espace de Banach comme étant

un sous espace fermé de B(H) pour un certain espace de Hilbert H (B(H) est l�espace

de Banach de tous les opérateurs bornés de H dans lui même muni de la norme forte)

qui est non-commutatif, au lieu de le voir comme un sous espace d�un C (K) (l�espace

de toutes les fonctions continues sur le compact K) qui est commutatif. La caractérisa-

tion abstraite donnée par Ruan dans [Rua88] a signé la date de départ de cette théorie.

Dans [Pis96], Pisier a construit l�espace de Hilbert d�opérateurs OH (i.e., l�unique espace

véri�ant OH? = OH complètement isométriquement comme dans le cas des espaces

de Banach classiques parce qu�il existe beaucoup d�espaces de Hilbert dans cette nou-

velle catégorie qui sont in�niment loin l�un de l�autre, en d�autres termes il n�existe pas

d�isomorphie complète entre eux) et a généralisé dans [Pis98] (aussi Junge) la notion

d�opérateurs p�sommants au cas non-commutatif.

On va généraliser dans ce chapitre la notion d�opérateurs sous-linéaires p-sommants

aux opérateurs sous-linéaires lp�sommants (i.e., généraliser cette notion au cas non-

commutatif). Ainsi le théorème de domination de Pietsch aux opérateurs sous-linéaires

lp�sommants cas non commutatif. On termine ce chapitre par un deuxième résultat où

on généralisera la notion d�opérateurs sous-linéaires fortement p�sommants au cas non

commutatif. On donnera aussi le théorème de domination de Pietsch pour les opérateurs

sous-linéaires fortement lp�sommants cas non commutatif.

On conclut ce travail par récapituler tous les problèmes qui s�y ramènent à ce travail.

On a voulu aussi pour l�aisance du lecteur rappeler en répétant dans chaque chapitre

les dé�nitions essentielles et cela dans le souci de l�indépendance des chapitres a�n de

faciliter la compréhension.
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Chapitre 1

Espace de Riesz et opérateurs sous

linéaires
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1.1 Espaces de Riesz

Dans cette section on donne quelques dé�nitions, propriétés et notations concernant

les espaces de Riesz. Pour plus de détails voir [Zaa97].

Dé�nition I.1.1

Un espace vectoriel réel X est partiellement ordonné par un ordre partiel noté par � est

un espace vectoriel ordonné (ou espace de Riesz) si

x � y implique x+ z � y + z pour tout z 2 X;

x � 0 implique �x � 0 pour tout � dans R+:

Notations

Soit X un espace de Riesz.

1- On note par X+ = fx 2 X : x � 0g. Un élément x de X est positif si x 2 X+.

L�ensemble X+ est appelé cône positif de X. Il véri�e les propriétés suivantes :

a)-x 2 X+; y 2 X+ implique x+ y 2 X+:

b)-x 2 X+ implique �x 2 X+ pour tout réel � � 0:

c)-x 2 X+,�x 2 X+ implique x = 0:

2- La borne supérieure d�un ensemble à deux éléments est notée par x _ y ou supfx; yg

et la la borne inférieure d�un ensemble à deux éléments est notée par x�y ou inffx; yg :

Pour tout x 2 X on peut écrire x+ = x _ 0; x� = �x _ 0, donc jxj = x+ _ (�x) et

x = x+ � x�: On a aussi

a)-0 � x+ � jxj et 0 � x� � jxj d�où �x� � x� � x+:

b)-x � y si et seulement si x+ � y+ et x� � y�:

c)-jxj ^ jyj = 0, jx+ yj = jx� yj :

d)-jxj _ jyj = 1
2
fjx+ yj+ jx� yjg et jxj ^ jyj = 1

2
fjx+ yj � jx� yjg :

Dé�nitions I.1.2

1-a)-Un sous ensemble A de X dit borné pour l�ordre (ou simplement borné) s�il existe

un élément y dans X tel que x � y pour tout x 2 A et y est alors appelé majorant de

9



A.

b)-Si A est borné, alors z est appelé la borne supérieure de A ou le supremum de A

si z est une borne supérieure de A et z � y pour tout majorant y de A.

c)-Un espace vectoriel partiellement ordonné X dans lequel toute paire d�éléments a

une borne supérieure est appelé espace vectoriel réticulé ou de Riesz.

d)- On dira qu�un espace vectoriel est complètement réticulé si toute partie non vide

et majorée pour l�ordre, admet un supremum.

2- Soit X un réticulé avec l�élément zéro 0: Le sous ensemble non vide I dans X est

appelé idéal dans X si

a)-x 2 I et y 2 I ) x _ y 2 I:

b)-Soit y 2 X et x 2 I. Si y � x) y 2 I:

Exemples I.1.3

Soit C(K) l�espace vectoriel des fonctions réelles continues sur l�espace topologique com-

pact K. L�espace C(K) est partiellement ordonné par l�ordre partiel dé�ni par f � g

(f � g si et seulement si f (x) � g (x) ;8x 2 K ) L�espace C(K) est un espace de Riesz.

Soit � la mesure de Lebesgue sur Rn et M(Rn; �) l�ensemble des fonctions �-mesurables

réelles dans Rn: Nous écrivons f � g; si et seulement si, f et g di¤érent seulement dans

un ensemble de mesure nulle. On peut véri�er facilement que � est une relation d�équi-

valence. Soit L0 = L0(Rn; �) l�ensemble des classes d�équivalences. L�ensemble L0 est un

espace vectoriel réel. Si on dé�nit la classe d�équivalence de la fonction f par [f ] on a

donc [f ] + [g] = [f + g] et [�f ] = � [f ] pour tout réel �: D�où on peut prendre comme

relation d�ordre [f ] � [g] si f (x) � g (x) 8x 2 Rn sauf sur les ensembles de mesure nulles.

L�espace vectoriel L0(Rn; �) est un espace de Riesz.

Remarque I.1.4 (Espace de Riesz normé)

Rappelons qu�une norme k:k sur un espace de Riesz X est une norme réticulée si 8x; y 2

X, jxj � jyj ) kxk � kyk (ce qui implique que pour tout x 2 X l�élément x et jxj ont

la même norme): Un espace de Riesz équipé d�une norme réticulée est appelé espace de
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Riesz normé. Si la norme est complète, on dira que X est un espace de Banach réticulé (Il

est complètement réticulé s�il est complètement réticulé en tant qu�espace vectoriel). Les

deux inégalités suivantes sont véri�ées kx+ � y�k � kx� yk et kjxj � jyjk � kx� yk :

Exemples I.1.5

L�espace L1([0:1] ; �) est un espace de Banach réticulé.

L�espace C (K) est un espace de Banach réticulé. L�espace Lp (1 � p � 1) est un un

espace de Banach complètement réticulé.

Théorème I.1.6 ([Zaa97])

Le dual d�un espace de Riesz normé est un espace de Banach réticulé.

Nous enchainons dans cette section par introduire quelques préliminaires concernant les

quasi Banach réticulés. Pour plus de détails, le lecteur intéressé peut consulter [MN91].

Proposition I.1.7 ([LT96])

Le dual X� d�un espace de Banach réticulé X est un espace de Banach complètement

réticulé muni de l�ordre naturel

x�1 � x�2 () hx�1; xi � hx�2; xi ; 8x 2 X+ (1.1)

où h:; :i indique le crochet de dualité.

Preuve

Nous allons esquisser la démonstration. Nous dé�nissons le cône positif dans X� par

x? � 0() x� (x) � 0 pour tout x � 0 dans X:

Dans ce cas, il est facile de véri�er que pour tout x�; y� dans X� et pour tout x � 0; on a

(x� _ y�) (x) = sup fx� (u) + y� (x� u) : 0 � u � xg

et

(x� ^ y�) (x) = inf fx� (v) + y� (x� v) : 0 � v � xg :
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Pour plus de détails voir [LT96, p. 3] : �

Remarque I.1.8

Nous désignons par un sous-lattice d�un espace de Banach réticulé X le sous espace

linéaire E de X tel que pour tout x; y 2 E; le sup fx; yg appartient à E. L�injection

isométrique i : X �! X�� telle que hi(x); x�i = hx�; xi envoie X dans un sous-lattice de

X��: On pourra consulter [LT96] pour plus d�informations. Si on considère X comme un

sous-lattice de X�� on a pour x1; x2 2 X

x1 � x2 () hx1; x�i � hx2; x�i ; 8x� 2 X�
+: (1.2)

Nous continuons ce paragraphe par introduire quelques notations dont nous aurons besoin

par la suite.

Soit n un entier. Soit X un espace de Banach réticulé et 1 � p � 1. On note par X(lnp )

l�espace des suites x = (x1; :::; xn) d�éléments de X telles que

kxkX(lnp) =
(

nX
1

jxijp)
1
p

 si 1 � p <1 (1.3)

et

kxkX(ln1) =
 sup
1�i�n

jxij
 si p =1: (1.4)

L�espace X(lnp ) équipé de l�ordre naturel

x � y () xi � yi; 8i;
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est un espace de Banach réticulé.

Soit maintenant X un espace de Banach et 1 � p � 1. On note par lp (X) (resp. lnp (X))

l�espace des suites (xi) dans X muni de la norme

k(xi)klp(X) = (
1P
1

kxikp)
1
p

(resp: k(xn)klnp (X) = (
nP
1

kxikp)
1
p )

si p est �ni, et on prend le sup si p est in�ni.

On désigne aussi par l!p (X) (resp. l
n !
p (X)) l�espace des suites (xi) dans X muni de la

norme

k(xn)kl!p (X) = sup
k�kX?

(
1P
1

jhxi; �ijp)
1
p )

(resp: k(xn)kln!p (X) = sup
k�kX?

(
nP
1

jhxi; �ijp)
1
p ):

On sait (voir [DJT95]) que lp (X) = l!p (X) pour tout 1 � p < 1; si et seulement

si, dim (X) est �nie. Si p = 1, on a l1 (X) = l!1 (X). On a aussi si 1 < p � 1,

l!p (X) � B(lp� ; X) isométriquement et l!1 (X) � B (cO; X) isométriquement (où p� est le

conjugué de p (i.e.,
1

p
+
1

p�
= 1). En d�autres termes, soit v : lp� �! X un opérateur

linéaire tel que v (ei) = xi (i.e., v =
1P
1

ej 
 xj; (ej ) est la base canonique de lp). Alors,

kvk = k(xn)kl!p (X) : (1.5)

Soit E un espace de Banach et X est un espace de Banach complètement réticulé. Un

opérateur u 2 B(E;X) est dit borné pour l�ordre (voir [Nie73] et [HON81]) si u (BX) est

borné pour l�ordre dans X (BX est la boule unité de X). Dans ce cas, on pose

l (u) =

 sup
x2BX

ju (x)j
 :

On pourra montrer (voir [LJ80] ou [Szu85]) que l est une norme sur l(E;X), l�espace de

tous les opérateurs bornés pour l�ordre de E dans X.
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Si w : X �! Y , Y un espace de Banach complètement réticulé et w un opérateur positif

(i.e. w (x) � 0, pour tout x dans X+). Alors, wu est borné pour l�ordre.

Proposition I.1.9

Soit X un espace de Banach réticulé. Soit l�opérateur linéaire v : lnp� �! X tel que

v (ei) = xi ( 1 � p � 1). On a

l (v) = k(xi)1�i�nkX(lnp) : (1.6)

Preuve

On a d�après Krivine [Kri73]

(
nP
i=1

jxijp)
1
p = supf

���� nP
1

�ixi

���� : nP
1

j�ijp
�
)
1
p� = 1g;

= supf
���� nP
1

�iv (ei)

���� : nP
1

j�ijp
�
)
1
p� = 1g:

Donc ( nP
i=1

jxijp)
1
p

 =

supf����v( nP
1

�iei)

���� : nP
1

j�ijp
�
)
1
p� = 1g

 ;
= ksupfjv(x)j : kxk = 1gk :

Ce qui termine la démonstration. �

Proposition I.1.10

Soit K un compact. Soit l�opérateur linéaire v : lnp� �! C(K) tel que v (ei) = xi ( 1 �

p � 1). Alors on a

l (v) = kvk :

Preuve

On a d�après (1.5)
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kvk = supf(
nP
1

jhxi; �ijp)
1
p ; � 2 BX�g

= supf(
nP
1

jxi (t)jp)
1
p ; t 2 Kg

=

( nP
1

jxijp)
1
p


C(K)

:

D�ou la proposition. �

Dé�nition I.1.11

Une quasi-norme sur un espace vectoriel réel X est une fonction x �! kxk de X dans

R+ qui véri�e
(a) kxk > 0 pour tout x 6= 0:

(b) ktxk = jtj kxk pour tout t 2 R et x 2 X:

(c) 9CX � 1 telle que kx+ yk � CX(kxk+ kyk) pour tout x; y 2 X:
La constante CX est appelée le module de concavité de la quasi-norme k:k (si =1 c�est la

dé�nition de la norme habituelle).

Dé�nition I.1.12

Un quasi-Banach réel est un espace vectoriel réel maîtrisable et complet dont la topologie

est donnée par une quasi-norme. Si, de plus X est réticulé (resp. complètement réti-

culé) et kxk � kyk quand jxj � jyj, on dira que X est un quasi-Banach réticulé (resp.

quasi-Banach complètement réticulé). Notons que ceci implique que pour tout x 2 X les

éléments x et jxj ont la même quasi-norme. Pour plus de détails voir [Zaa97] et [LT96].

Remarque I.1.13

Si (c) est remplacée par (c)0 kx+ ykp � kxkp + kykp pour tout x; y 2 X et pour un p

�xé dans ]0; 1], alors k:k est dite une p�norme sur X. Notons que la 1�norme est la

norme usuelle. Un espace de Banach quasi-normé est isomorphe à un espace de Banach

si et seulement si, il est localement convexe. Tout p�normé est un espace quasi-normé

avec C = 2
1
p
�1: Aussi, pour tout quasi- Banach X il existe 0 < p < 1 et une équivalente

p�norme satisfaisant
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kx+ ykp � kxkp + kykp

pour tout x; y 2 X.

Si kj:jk dénote la quasi-norme originale sur X avec la constante C dans l�inégalité quasi-

triangulaire, alors la p�norme (C = 2
1
p
�1) peut être dé�nie comme suit

kxk = inf

8<:
 

nX
i=1

kjxijkp
! 1

p

: n > 0; x =
nX
i=1

xi

9=; : (1.7)

Cette assertion est dûe à Aoki et Rolewicz (voir [KPR84]).

1.2 Espaces de Köthe

Dans cette section on introduit quelques terminologies concernant les (quasi-) Banach

réticulés et les (quasi-) espaces de Köthe. Pour plus de détails, on pourra consulter les

références [Def01] ; [LT96] ; [MN91] et [Zaa97].

Dé�nition I.2.1

Un espace (quasi-) Banach réticulé X est continûement ordonné (resp. ��continment

ordonné) si, tout ensemble �ltrant décroissant (resp. suite (xi)i2I dans X ) si inf
i2I
xi =

0; (lim
i

kxik = 0).

Proposition I.2.2 ([LT96, Proposition 1.a.8])

Soit X un espace de Banach réticulé. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) L�espace X est �� complètement ordonné et �� Continûment ordonné .

b) Toute suite croissante ordonnée et bornée dans X converge fortement dans X.

c) L�espace X est Continûment ordonné.

d) L�espace X est complètement ordonné et continûment ordonné.

Dé�nition I.2.3
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Soient (
;�; �) un espace de mesure complet et ���nie. Un espace (quasi-) Banach

X � L0(
;�; �;R) formé par les fonctions localement intégrables, est dit espace de (quasi-

) Köthe s�il véri�e les conditions suivantes :

(a) Si jf j � jgj � � p:p dans 
, avec f 2 L0(
;�; �;R) et g 2 X, Alors, f 2 X et

kfk � kgk :

(b) Il existe 0 < t <1 tel que pour tout x; y 2 X;(jxjt + jyjt)1t 
X

� (kxkt + kykt)
1
t :

(c) Pour tout A 2 � avec � (A) <1 les fonctions de caractèrisations �A de A appar-

tient à X.

Remarque I.2.4

Dans la condition (b) si t = 1, X est un espace de Köthe. Tout espace de Köthe est

un Banach réticulé pour l�ordre (f � g si et seulement si f (!) � g (!) � � a:e:). Cet

ordre est �� complètement ordonné. Par exemples les Lp, les espaces Lorentz Lp;q et les

espaces de Orlicz sur 
 sont des espaces de Köthe. En général C(K) n�est pas un espace

de (quasi) Köthe.

Pour plus d�informations sur les dé�nitions suivantes voir [Def01] :

Dé�nition I.2.5

Un espace Köthe X est dit ��continûment ordonné si

fn 2 X : 0 � fn & 0 �� a:e: alors kfnkX & 0:

Dé�nition I.2.6

L�espace dual X 0 d�un espace de Köthe X est l�espace de toutes les fonctions g 2

L0(
;�; �;R) telles que

f:g 2 L1(
;�; �;R):
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L�espace X 0 muni de la norme induite par celle de X�

kgkX0 = sup
kfkX=1

��R


f (!) g (!) d� (!)

��
est un espace de Köthe. On peut regarder l�espace X 0 comme un sous espace fermé de

l�espace X� (X 0 est un idéal de X�).

On a aussi, X est �� continûment ordonné si et seulement si, X 0 = X�:

On dira que X véri�e la propriété de Fatou si pour xn; x 2 X+ tels que xn % x ��a:e:,

alors kxnk �! kxk :

X 0 �is a norming� sous espace de X�; si,

kxkX = sup
kx�kX0=1

jhx�; xij

pour tout x dans X.

Après les dé�nitions précédentes, on peut annoncer la propriété suivante : l�espace X 0 est

un sous espace � norming� de X� si et seulement si, X satisfait la propriété de Fatou.

Les théorèmes suivants établirent le lien entre les espaces de Banach réticulés abstraîts

et les espaces de Banach concrets qui sont les espaces de Köthe.

Théorème I.2.7 ([Def01])

Soit X un espace Banach réticulé continûment ordonné à une unité faible. Alors, il existe

un espace de probabilité (
;�; �), un idéal eX de L1(
;�; �) et une norme latticielle k:k eX
tels que

(a) L�espace X est isométrique (en respectant l�ordre) à
� eX; k:k eX�.

(b) L�espacefX est dense dans L1(
;�; �) et L1(
;�; �) est dense dans eX.
(c) kfk1 � kfk eX � kfk1 ;8f 2 L1.
(d) Le dual de l�isométrie porté dans (a) est tracer dans le Banach réticulé.

Un espace de Köthe (qui est un espace de Banach réticulé formé par des fonctions

mesurables ) est un espace de Banach réticulé abstraît et d�après le théorème précédent
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un espace de Banach réticulé abstraît (avec une unité faible et continûment ordonnée)

est isomorphe comme un espace de Banach et comme un lattice, à un espace de Köthe.

Ainsi un espace de Banach réticulé abstraît peut être considéré comme un espace de

Köthe sur un espace de probabilité. Dans la suite et pour simpli�er notre travail, on peut

prendre les Banach réticulés comme des classes d�équivalences de fonctions mesurables

et localement intégrables dans (
;�; �) un espace de mesure complet et ���ni.

1.3 Les opérateurs sous-linéaires

Dans cette section on étudiera la classe des opérateurs sous-linéaires qui sont positivement

homogènes et sous additives en donnant brièvement quelques propriétés. Nous référons

à [BM01] et [MT04] pour plus de détails:

Dé�nition I.3.1

Soit T une application d�un espace vectoriel X dans un espace réticulé Y . On dira que

T est sous linéaire si,

(1) 8� 2 R+; 8x 2 X T (�x) = �T (x);

(2) 8x 2 X; 8y 2 X T (x+ y) � T (x) + T (y):

La somme de deux opérateurs sous-linéaires est un opérateur sous-linéaire et la multipli-

cation par un nombre positif donne aussi un opérateur sous-linéaire.

Exemples I.3.2

1) Tout opérateur linéaire est un opérateur sous-linéaire.

2) Soit u une application linéaire d�un espace de Banach X dans l�espace L0(
; �) qu�est

l�espace des fonctions mesurables sur 
 ((
; �) un espace mesuré). On pose T (x)(!) =

ju(x)(!)j ; alors T est un opérateur sous-linéaire. Plus généralement, soit Y un espace de

Banach. On dé�nit L0(
; �; Y ) par

L0(
; �; Y ) = ff : 
 �! Y telle que kf(!)kY 2 L0g :
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Si u : X ! L0(Y ).un opérateur linéaire, alors T (x) = ku(x)kY est un opérateur sous-

linéaire.

3) Soit n 2 N et un : X ! L0(
; �) une suite d�opérateurs linéaires. Alors

M(x)(!) = max
n
jun(x)(!)j

et

Q(x)(!) = (
1P
n=1

jun(x)(!)j2)
1
2

sont des opérateurs sous-linéaires.

Soit X un espace vectoriel et Y un espace réticulé. On note par

L(X; Y ) = fapplications linéaires u : X �! Y g

et on dira si X est réticulé, que u est positive si u(x) � 0; 8x � 0

SL(X; Y ) = fapplications sous-linéaires T : X �! Y g

et on le munit de l�ordre induit par Y

T1 � T2 () T1(x) � T2(x); 8x 2 X (1.8)

et

SL(X; Y ) = fapplications sous-linéaires T : X �! Y g :

qui est un cône convexe.

Comme conséquence immédiate

u � T () �T (�x) � u(x) � T (x); 8x 2 X (1.9)

car
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u � T () u(x) � T (x); 8x 2 X;

() u(�x) � T (�x); 8x 2 X;

() �u(x) � T (�x); 8x 2 X;

() u(x) � �T (�x); 8x 2 X:

Dé�nition I.3.3

Soit T 2 SL(X; Y ): On dira que T est symétrique si pour tout x dans X; T (x) = T (�x)

et si X est réticulé, T est croissant si pour tout x; y dans X

x � y =) T (x) � T (y).

Remarques I.3.4

1) Soit T un opérateur sous linéaire symétrique entre espaces réticulés X et Y: Alors,

T � 0 au sens de (1.5). En e¤et, soit x dans X

0 = T (x� x)

� T (x) + T (�x)

� T (x) + T (x)

� 2T (x):

La réciproque est fausse même si T est croissant.

2) On sait aussi que la symétrie n�entraîne pas la croissance.

1.4 Propriétés

Nous donnerons dans ce paragraphe quelques propriétés que nous aurons besoin pour

la suite de notre travail.

Proposition I.4.1

Soient X; Y deux espaces vectoriels dont Y réticulé et T dans SL(X; Y ): Alors,
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8� 2 R; 8x 2 X; �T (x) � T (�x): (1.10)

Preuve

Soit � 2 R; et x 2 X:

Si � > 0 on a

�T (x) = T (�x) � T (�x);

si � < 0; on a

�T (x) = �(��T (x)) = �T (��x)

et

T (�x� �x) = 0 � T (��x) + T (�x)) �T (��x) � T (�x)

donc, en combinant les deux quantités précédentes on aura

�T (x) � T (�x):

Ce qui termine la démonstration. �

Proposition I.4.2

Soient X; Y et Z, trois espaces vectoriels dont Y et Z réticulés.

(a) 8T 2 SL(X; Y ) et 8u 2 L(Y; Z) (positif) =) uoT 2 SL(X;Z):

(b) 8u 2 L(X; Y ) et 8T 2 SL(Y; Z) =) Tou 2 SL(X;Z):

(c) 8T 2 SL(X; Y ) et 8S 2 SL(Y; Z) (croissant) =) SoT 2 SL(X;Z):

Preuve

Si u est un opérateur linéaire positif, alors u est croissant. (et réciproquement). En e¤et,

soit u un opérateur linéaire positif ; x; y dans X tel que x � y. On a
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x� y � 0) u(x� y) � 0

puisque

u(x� y) = u(x)� u(y) � 0) u(x) � u(y):

Donc u est croissant.

(a) Soient x; y dans X: Alors,

uoT (x+ y) = u(T (x+ y));

� u(T (x) + T (y)) (car u est positif) ;

� uoT (x) + uoT (y):

Soit � dans R+ et x dans X

uoT (�x) = u(T (�x)) = u(�T (x));

= �(uoT )(x):

Donc

uoT 2 SL(X;Z):

(b) Soient x; y dans X

Tou(x+ y) = T (u(x+ y))

= T (u(x) + u(y))

� Tou(x) + Tou(y)

Soit � 2 R+ et x 2 X

Tou(�x) = T (�u(x)) = �Tou(x):
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Donc

Tou 2 SL(X;Z):

(c) Pareil que (b).

Ainsi s�achève la démonstration. �

Proposition I.4.3

Soit T un opérateur sous-linéaire d�un espace de Banach X dans un espace de Banach

réticulé Y . Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) T continu,

(2) T continu en 0;

(3) Il existe C > 0 telle que 8x 2 X; kT (x)k � C kxk :
Dans ce cas, T est borné et on pose

kTk = sup
kxk=1

�
kT (x)k : kxkBX = 1

	
: (1.11)

Preuve

(1)) (2): Evidente.

(2)) (3): Soit T un opérateur sous-linéaire continu en 0, donc

9� > 0 : 8x(6= 0) 2 X; kxk � � ) kT (x)k � 1:

Posant y =
x

kxk�: Alors

kT (y)k � 1

donc

kT (x)k � 1

�
kxk
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d�où (3):

(3)) (1) Supposons qu�il existe C > 0 telle que

8x 2 X; kT (x)k � C kxk :

Soit x0 dans X: On a

T (x) = T (x+ x0 � x0) � T (x� x0) + T (x0)) T (x)� T (x0) � T (x� x0):

et

T (x0) = T (x0 � x+ x) � T (x0 � x) + T (x)) T (x0)� T (x) � T (x0 � x):

Donc pour tout x dans X on a

jT (x)� T (x0)j � sup fT (x� x0); T (x0 � x)g

� jT (x� x0)j+ jT (x0 � x)j

d�où

kjT (x)� T (x0)jk = kT (x)� T (x0)k

� kT (x� x0)k+ kT (x0 � x)k

� 2C kx� x0k :

Donc T est continu. �

On note par

SB(X; Y ) = f T : X �! Y sous-linéaires bornésg

et
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B(X; Y ) = fu : X �! Y linéaires bornésg.

Proposition I.4.4

Soit T un opérateur sous-linéaire borné entre X un espace de Banach et Y un espace de

Banach réticulé.

(1) Pour tout x dans X, on pose

'(x) = sup fT (x); T (�x)g :

Alors, ' est un opérateur sous-linéaire symétrique. De plus,

jT j � ' et k'(x)k � kT (x)k+ kT (�x)k :

(2) Pour tout (�i)ni=1 � R; on a

T (
nP
i=1

�ixi) �
nP
i=1

j�ij'(xi):

De plus T ( nP
i=1

�ixi)

 � nP
i=1

j�ij k'(x)k :

Preuve

(1) Il est claire que ' est un opérateur sous-linéaire symétrique, donc d�après la remarque

I.3.4 ' est positif.

Soit x dans X: On a,

jT (x)j = sup fT (x);�T (x)g ;

� sup fT (x); T (�x)g = '(x):

Concernant l�égalité des normes on a,

kT (x)k � k'(x)k = ksup fT (x); T (�x)gk ;

� kT (x)k+ kT (�x)k :

(2) Pour tout i 2 f1; :::; ng, en écrit �i = �+i ���i tels que �+i ; ��i 2 R+; dans ce cas, on

a
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T (
nP
i=1

�ixi) = T (
nP
i=1

(�+i � ��i )xi);

� T (
nP
i=1

�+i xi) + T (
nP
i=1

��i (�xi));

�
nP
i=1

�+i T (xi) +
nP
i=1

��i T (�xi);

�
nP
i=1

(�+i + �
�
i ) sup fT (x); T (�x)g

=
nP
i=1

j�ij'(xi):

D�autre part, on a

�T (
nP
i=1

�ixi) � T (
nP
i=1

�i(�xi)) �
nP
i=1

j�ij'(xi);

donc ����T ( nP
i=1

�ixi)

���� � nP
i=1

j�ij'(xi):

En prenant la norme des deux côtés, on obtientT ( nP
i=1

�ixi)

 � nP
i=1

j�ij k'(xi)k :

D�où la proposition. �

1.5 Extension du théorème de Hahn-Banach aux opé-

rateurs sous-linéaires

Nous donnons le théorème de Hahn-Banach généralisé aux opérateurs sous-linéaires.

Nous aurons bien besoin. Pour la démonstration on trouvera une dans [Zaa 97, p. 244].

Théorème I.5.1 (théorème de Hahn-Banach)

Soient X; Y deux espaces vectoriels dont Y complètement réticulé, T 2 SL(X; Y ) et X0

un sous-espace vectoriel de X. Soit u dans L(X0; Y ) tel que u � T : Alors; u se prolonge

en un opérateur linéaire eu 2 L(X; Y ) tel que eu � T:
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Comme corollaire immédiat.

Corollaire I.5.2

Soient X; Y deux espaces vectoriels dont Y complètement réticulé. Soit T : X �! Y un

opérateur sous-linéaire. Alors,

pour tout x dans X il existe ux 2 rT tel que

T (x) = ux (x) (ie., T (x) = sup
u2rT

u (x) ). (1.12)

Preuve

Soit x dans X. On pose

ux : Rx �! Y

�x 7�! ux (�x) = �T (x)

l�opérateur ux est linéaire sur X0 = Rx et ux (�x) = �T (x) � T (�x) (Proposition I.4.1)

donc d�après le théorème de Hahn-Banach, il se prolonge en un opérateur noté encore

ux 2 rT et T (x) = ux (x) : �

Remarque I.5.3

On note par rT l�ensemble des opérateurs linéaires u : X �! Y tels que u(x) � T (x)

pour tout x dans X. On a d�après ce qui précède que rT est non vide si Y est un espace

complètement réticulé. Si Y est simplement un réticulé. Alors, rT est en générale vide

(voir [Lin92]).
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1.6 Relations entre les opérateurs linéaires et les opé-

rateurs sous-linéaires

Le théorème suivant établit un lien direct entre les opérateurs linéaires et les opéra-

teurs sous-linéaires.

Théorème I.6.1 ([MT04])

Soient X; Y deux espaces de Banach dont Y complètement réticulé et T : X ! Y un

opérateur sous-linéaire continu. Alors,

(a) 8x 2 X; kT (x)k � sup
u2rT

ku(x)k � kT (x)k+ kT (�x)k :

(b) kTk � sup
u2rT

kuk � 2 kTk.

Preuve

(a) Soit x dans X: On a d�une part,

kT (x)k = kux(x)k � sup
u2rT

ku(x)k :

Et d�autre part,

ju(x)j � sup fjT (x)j ; jT (�x)jg ;

� jT (x)j+ jT (�x)j :

Ce qui implique

ku(x)k � kjT (x)j+ jT (�x)jk ;

� kT (x)k+ kT (�x)k :

D�où

sup
u2rT

ku(x)k � kT (x)k+ kT (�x)k :

(b) Se déduit immédiatement de (a). �

Comme conséquence immédiate.
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Corollaire I.6.2

(a) T est continu () 8u 2 rT; u est continu.

(b) Aussi si T est symétrique, on aura8><>:
(1) kT (x)k = sup

u2rT
ku(x)k ;8x 2 X:

(2) kTk = sup
u2rT

kuk :

1.7 Opérateurs quasi-linéaires

Dans cette section, nous allons donner la dé�nition d�opérateur quasi-linéaire et

quelques remarques sur cette classe d�opérateurs. Pour plus d�informations voir [Woj91] :

Dé�nition I.7.1

Un opérateur T d�un espace de Banach X dans un (quasi-) Banach réticulé Y est dit

quasi-linéaire si pour tout x; y dans X et � dans R, on a
(1) jT (�x)j = j�j jT (x)j ,

(2) jT (x+ y)j � jT (x)j+ jT (y)j .

Remarques I.7.2

1)-Si on pose ' (x) = jT (x)j alors ' est un sous-linéaire symétrique. T sous-linéaire et

symétrique implique que T est quasi-linéaire.

2)-En générale la somme de deux opérateurs quasi-linéaires n�est pas un quasi-linéaires.

Mais la multiplication par un scalaire est un quasi-linéaire

3)-Soit T un opérateur sous-linéaire ou quasi-linéaire d�un espace de Banach X dans un

(quasi-) Banach réticulé Y . Alors, on a

l�opérateur T est continu si et seulement si il existe C > 0 telle que pour tout x 2 X;

kT (x)k � C kxk :

Dans ce cas on pose

kTk = supfkT (x)k : kxkBX = 1g:
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On note par SQ(X; Y ) l�ensemble des opérateurs quasi-linéaires bornés de X dans Y .

Proposition I.7.3

Soit T un opérateur quasi -linéaire d�un espace de Banach X dans un espace de a Banach

complètement (quasi-) réticulé Y . Alors, pour tout x dans X il existe ux 2 L(X; Y ) tel

que , jT (x)j = jux(x)j, (i.e., le sup est atteint, jT (x)j = supfju(x)j : ux 2 L(X; Y );

juxj � jT jg).

Preuve

On a ' (x) = jT (x)j qu�est un opérateur sous-linéaire symétrique pour tout x dans X il

existe ux 2 L(X; Y ) tel que, jT (x)j = ux(x). On a aussi jT (�x)j = u�x(�x) qui implique

jT (x)j = �u�x(x) par la symétrisation de '. On déduire que

jT (x)j = supfju(x)j : ux 2 L(X; Y ); juxj � jT jg.

Remarquons que

kT (x)k = sup
u2rjT j

ku(x)k : �

1.8 L�opérateur adjoint d�un opérateur sous-linéaire

Dans cette partie on essayera de dé�nir l�opérateur adjoint d�un opérateur sous li-

néaire. Notre construction concerne les opérateurs sous linéaires T de X espace de Ba-

nach réticulé concret dans Y espace de Banach complètement réticulé. A part quelques

propriétés nous nous pourrons pas aller plus loin. Beaucoup d�applications sont à l�étude.

Dans la suite, espace de Köthe ou de Banach réticulé de fonctions ( par exemples les

espaces Lp ), désignera le même espace.

Proposition I.8.1

Soient X un espace de Köthe, Y un espace de Banach complètement réticulé. Soit T un

opérateur sous-linéaire borné de X dans Y . Alors, l�ensemble fu� (y�)gu2rT est simple-
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ment borné dans X�:

(i.e:; 8y� 2 Y �;9Cy� 2 X� : 8u 2 rT; u�(y�) � Cy�): (1.13)

Preuve

Soit X un espace de Köthe sur (
;�; �;R). Supposons que fu� (y�)gu2rT n�est pas sim-

plement borné dans Y �. C�est à dire 9
0 2 � tel que � (
0) > 0 et y� 2 Y � tel que pour

tout C 2 X�, il existe u 2 rT et u�(y�) > C sur 
0. On peut choisir C dans X�
+. Alors,

on a

u�(y�) > C sur 
0 =) ku�(y�)k > kCk

(car X� est un espace de Köthe moyennant quelques propriétés). Donc

kCk < ku�(y�)k � kuk ky�k :

Prenons

C = 2 kTk ky�kx�; x� 2 BX�, x� > 0 et kx�k = 1

on aura

2 kTk ky�k kx�k < kuk ky�k :

Ce implique que

2 kTk < kuk :

Contradiction avec le théorème I.6.1 où 2 kTk � kuk ; par conséquent fu� (y�)gu2rT est

simplement borné dans X�:

Dé�nition I.8.2
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Soient X un espace de Köthe, Y un espace de a Banach complètement réticulé. Soit T

un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y . On dé�nie T � (adjoint de T ) de Y � dans

X� par

T �(y�) = sup
u2rT

u�(y�): (1.14)

L�opérateur T � est bien dé�ni d�après la proposition I.8.1.

Proposition I.8.3

Soient X un espace de Köthe, Y un espace de a Banach complètement réticulé. Soit T

un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y: Alors, T � dé�ni précédemment est un

opérateur sous-linéaire de Y � dans X�:

Preuve

Soit y�1 et y
�
2 dans Y

�. On a

T �(y�1 + y
�
2) = sup

u2rT
u�(y�1 + y

�
2)

= sup(
u2rT

u�(y�1) + u
�(y�2))

� sup
u2rT

u�(y�1) + sup
u2rT

u�(y�2)

� T �(y�1) + T
�(y�2):

Soient � > 0 et y 2 Y �; on a

T �(�y�) = sup
u2rT

u�(�y�)

= � sup
u2rT

u�(y�)

�T �(y�):

Ce qui achève la démonstration. �

Remarques I.8.4

1)- Soient X un espace de Köthe, Y un espace de a Banach complètement réticulé. Soit

T un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y . On a naturellement
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rT � = fv 2 L(Y �; X�)=v(y�) � T �(y�)g (1.16)

et

T �(y�) = sup
v2rT �

v(y�): (1.17)

2)- L�ensemble ruT
� = fu�=u 2 rTg est inclus dans rT �: En e¤et, de la dé�nition I.8.2

T �(y�) = sup
u2rT

u�(y�); on a

8u 2 rT on a u�(y�) � T �(y�)

donc u� 2 rT �:

Soit y� 2 Y �: Nous savons pas s�il existe uy� 2 rT tel que u�y� (y�) = T (y�) ?

1.9 Relations entre T et T �

Proposition I.9.1

Soient X un espace de Köthe, Y un espace de a Banach complètement réticulé. Soit T

un opérateur sous-linéaire continu de X dans Y: Pour tout x dans X+ et y� dans Y �

on a

jhT (x) ; y�ij � jhx; T �(y�)ij+ jhx; T �(�y�)ij : (1.18)

On a aussi, pour tout x dans X+ et y� dans Y �+

jhT (x) ; y�ij � jhx; T �(y�)ij :

Preuve

Soit x dans X+. D�après la proposition I.8.1 il existe ux 2 rT tel que T (x) = ux (x) :

Soit y� dans Y �: On a
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hT (x) ; y�i = hux (x) ; y�i ;

= hx; u�x(y�)i ;

(d�après (1.1)) � hx; T �(y�)i :

Ce qui implique (on replace y� par �y�) que pour tout x dans X+ et y� dans Y �

hT (x) ;�y�i � hx; T �(�y�)i :

D�où

jhT (x) ; y�ij � sup fhx; T �(y�)i ; hx; T �(�y�)ig ;

� jhx; T �(y�)ij+ jhx; T �(�y�)ij :

On a aussi par (1.2) pour tout y� dans Y �

h�T (x) ; y�i � hT (�x); y�)i ;

� hx; u�x(y�)i ;

(d�après(1.1)) � jhx; T �(y�)ij :

et

hT (x) ; y�i � hx; T �(�y�)i :

On déduire que pour tout x dans X+ et y� dans Y �+

jhT (x) ; y�ij � jhx; T �(y�)ij :

Pour x < 0;

h�T (x) ; y�i � hT (x); y�i � jhx; T �(y�)ij :

Ce qui termine la preuve. �

Proposition I.9.2
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Soit X un espace de Köthe, Y un espace de Banach complètement réticulé et T un

opérateur sous-linéaire continu de X dans Y: alors, on a

T � T ��=X : (1.20)

Preuve

Considérons z dans X��: On a par dé�nition

T ��(z) = sup
v2rT �

v�(z):

Si on prend x 2 X on a aussi

T ��(x) = sup
v2rT �

v�(x):

Car fu�gu2rT � rT �; on obtient que

sup
u2rT

u�� (x) � sup
v2rT �

v�(x)

et on aura

sup
u2rT

u (x) � sup
v2rT �

v�(x):

Par conséquent

T (x) � sup
v2rT �

v�(x) = T ��(x); 8x 2 X

d�où le résultat. �

Corollaire I.9.3

Soient X un espace de Köthe, Y un espace de Banach complètement réticulé et T un

opérateur sous-linéaire continu de X dans Y: Alors, on a

rT � rT ��=X :
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Preuve

Soit u 2 rT: D�après la dernière proposition on a u (x) � T (x) � T �� (x), pour tout

x 2 X. �

Remarques I.9.4

1) Soient X un espace de Köthe, Y un espace de a Banach complètement réticulé, T un

opérateur sous-linéaire continu de X dans Y et u un opérateur linéaire positif de Y dans

Z: Est-ce que

(u � T )� = T � � u� ?

2) Soient X un espace de Köthe, Y un espace de a Banach complètement réticulé, T un

opérateur sous-linéaire continu de X dans Y et u un opérateur linéaire de Y dans Z tel

que u� est positif: Est-ce que

(T � u)� = u� � T � ?
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Chapitre 2

Les opérateurs sous-linéaires qui se

factorisent par Lp
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2.1 Introduction

Les travaux de ce chapitre se situent dans le cadre de développement de quelques

théorèmes de factorisations dans le cas sous linéaire. Nombreux problèmes en analyse

commutatif passent par le principe de factorisations, par exemple les opérateurs som-

mants dans toutes ses dimensions. Les études consacrées à ce domaine ont donné lieu à

une littérature riche et vaste qu�on citera au fur et à mesure dans notre travail.

Grothendieck a établi dans [Gro56] que tout opérateur linéaire continu d�un espace

L1(S; �) dans un espace L1(
; �) admet la factorisation

L1(S; �)
eu�! L2(
; �)

Tg�! L1(
; �)

où eu est un opérateur linéaire continu et Tg l�opérateur de multiplication par une fonction
g 2 L2(
; �):

Dans le même cercle d�idée, E. M. Nikishin a montré dans [Nik70] que tout opérateur

linéaire continu d�un espace de Banach X dans un espace L0(
; �) ((
; �) espace de

probabilité) admet la factorisation

X
eu�! Lp(
; �)

Tg�! L0(
; �)

où eu est un opérateur linéaire continu, Tg l�opérateur de multiplication par une fonction
mesurable g et 0 < p < 1:

Dans sa thèse [Mau74], B. Maurey a donné une condition nécessaire et su¢ sante pour

que l�opérateur u : X �! Lp(
; �)((
; �) un espace mesuré quelconque) admette la

factorisation

X
eu�! Lq(
; �)

Tg�! Lp(
; �)

où eu est un opérateur linéaire continu, Tg l�opérateur linéaire de multiplication par une
fonction g 2 Lr(
; �) et p; q; r tels que 0 < p � q � 1 avec 1

p
= 1

r
+ 1

q
:
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L. Mezrag a supprimé dans [Mez85] l�hypothèse d�approximation métrique sur l�espace

X des théorèmes de B. Maurey et les a généralisé dans [Mez04] pour les opérateurs de

cotypes �nis:

Dans [Pis86] ; G. Pisier s�est attaqué à un problème plus général et a donné des conditions

nécessaires et su¢ santes pour qu�un opérateur linéaire borné u : X �! Lr(
; �)((
; �)

un espace mesuré quelconque) se factorise par Lp1(
; �); 0 < r < p < 1: Il a traité

aussi le problème dual (i.e., la factorisation des opérateurs linéaires de Ls(S; �) dans un

espace de Banach Y par Lq1(S; �); pour 1 � q < s <1).

Dans [AM02] D. Achour et L. Mezrag ont généralisé les théorèmes de factorisations

des opérateurs linéaires d�un Banach X à valeurs dans Lr par Lp1 qui ont été fait par

Pisier [Pis86], aux opérateurs sous-linéaires.

Dans ce chapitre on va traiter la généralisation du théorème de factorisation de Mau-

rey aux cas des opérateurs sous-linéaires. Par une toute autre méthode, A. Defant dans

[Def01] a généralisé ce type de factorisations aux opérateurs homogènes. Nous vous ré-

férons à [MT04] pour ce résultat: Donc, on étudiera l�équivalence suivante qui est notre

résultat principal.

Soit 0 < p � q � 1: Soit T : X �! Lp(
; �) un opérateur sous-linéaire continu.

8u 2 rT; u se factorise par Lq(
; �) () T se factorise par Lq(
; �)

où rT = fopérateurs linéaires u : X �! Lp(
; �) tels que u � Tg.

Dans une première section on donnera et on démontrera (pour l�aisance du lecteur)

les théorèmes de Maurey dans le cas linéaire qui sont notre source d�inspiration. Nous

référons à sa thèse pour d�amples informations [Mau74].

Dans la deuxième section on annonce la dé�nition des opérateurs sous-linéaires p-

convexes et q-concaves et quelques exemples et remarques concernant cette classe d�opé-
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rateurs.

Dans une troisième section, on donnera notre résultat principal. On établira une

condition nécessaire et su¢ sante pour que l�équivalence citée ci dessus aura une réponse

positive. Autrement dit, nous démontrons que, si u est un opérateur linéaire q�convexe

pour tout u dans rT et Cpq (u) (la constante de la q�convexité de u) est uniformément

borné, l�équivalence comme mentionnée dans le résumé de ce chapitre sera véri�ée et ceci

sous la supposition que l�ensemble fgug pour u dans rT est latticiellement borné. Sans

cette condition l�équivalence est fausse. Nous donnerons un contre exemple pour montrer

l�invalidité de cette équivalence.

Dans une quatrième section, on étudiera le problème dual i.e., donner des conditions

nécessaires et su¢ santes de factorisation des opérateurs sous-linéaires continus d�un es-

pace Lq(
; �) dans un espace Banach complètement réticulé X par Lp(
; �) avec les

mêmes conditions sur les nombres réels p; q:

2.2 Préliminaires

On commence par donner et démontrer les théorèmes de Maurey dans le cas linéaire

qui sont notre source d�inspiration. Nous référons à sa thèse pour d�amples informations

[Mau74].

Dé�nition II.2.1

Soient X un espace de Banach réticulé, f une fonction d�une partie A de X dans R.On

dira que f est semi-continue inférieurement (s.c.i) si epi (f) est fermé dans X�R (resp.

semi-continue supérieurement (s.c.s) si epistrict (f) est ouvert dans X � R). Ou
epi (f) = f[x; �] 2 X � R ; f (x) � �g ;

epistrict (f) = f[x; �] 2 X � R ; f (x) < �g :
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Dé�nition II.2.2

Soit A une partie d�un espace de Banach X. A est convexe si et seulement si

8t 2 [0; 1] ;8(x; y) 2 (A� A) la fonction f : (x; y) �! tx+ (1� t)y

est continue de X2 dans X ou f(A� A) � A:

Théorème II.2.3 (théorème du graphe fermé)

Soient X et Y deux epaces de Banach u un opérateur linéaire de X dans Y: Si le graphe

u�G(u) de u est fermédans X � Y; alors u est continu.

Lemme II.2.4

Soient K un convexe compact d�un espace localement compact et séparé (elcs), 	 un

ensemble convexe de fonctions réelles sur K s.c.s et ne prenant pas la valeur +1: On

suppose que

a) Chaque fonction f dans 	 est concave,

b) Pour toute f 2 	; 9x 2 K; f(x) � 0:

Alors, il existe unpoint x0 2 K tel que f(x0) � 0;8f 2 	:

Théorème II.2.5

Soient p; q et r trois nombres réels où 0 < p � q � +1 tels que 1
p
= 1

q
+ 1

r
; (
; �) un

espace mesuré, I un ensemble d�indices et ffigi2I une famille d�éléments de Lp (
; �) :

Les conditions suivantes sont équivalentes.

a) 8(�i) 2 R(I)

(
R


(
P
i2I
j�ifi (!)jq)

p
q d� (!))

1
p � C(

P
i2I
j�ijq)

1
q :

b) Il existe une fonction g telle que
R


jgjr d�(w) � 1 et que

8i 2 I;
R



���fig ���q d�(w) � C
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(avec la convention 0
0
= 0).

Preuve

a)=)b)

1er cas, p = q: Il su¢ t de prendre g = 1:

2�emecas, q = +1; p < q () r = p):

Soit B(I) = fles sous-ensemblesJ de I �nisg : On pose

�i =

8<: 1 si i 2 J

0 si i =2 J

et

fJ = sup
i2J
jfij :�� p:p:

La famille (fJ)J2B(I) est �ltrante croissante et bornée dans Lp(
; �) donc d�après (a) elle

admet une borne supérieure. Soit g cette borne supérieure.

Donc

kgkLp(
;�) � 1 et jfij � g 8i 2 I

3�emecas; 0 < p < q <1:

On pose s = q
p
) (1 < q < +1 et s� =

r

p
).

Soit

K = fg 2 BLs� (
;�) : g � 0g:

L�ensemble K est convexe, faiblement compact (convexe fermé et bornéd�un espace ré-

�exif). Pour chaque � 2 R(I); on dé�nit F� : K �! R par

F�(g) =
X
j2J

j�ijq �
Z



P
i2I
j�i fijq

gs
d�(w);

l�ensemble des F� est convexe.
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Pour tout � dans R(I); F est concave et s.c.s.

(
R 1
gs
est s.c.s en g surK. Il su¢ t de la montrer pourK muni de la topologie de la norme,

car sur un faiblement compact convexe, la topologie faible et la topologie forte coïncident

et appliquons en suite le lemme de Fatou).

Posons

g� =
1

C
(
X
i2I
j�ifijq)

1
ss�

avec

C = (

Z



(
X
i2I
j�ifijq)

p
q d�(!))

1
ss� :

Alors; g� 2 K et F�(g�) � 0 pour tout � 2 R(I): D�après le lemme II.2.4 9g0 2 K telle

que 8i 2 I;
R



jfijq

gs0
� 1 d�où le résultat en prenant g = g

1
p

0 :

b))a)

Résulte aisément de l�inégalité de H½older, on a 1 = 1
q

p

+ 1
r

p

d�où

�R


(
P
i2I
j�ifijq)

p
q d�

� 1
p

=

�R



�
(
P
i2I

����ifig ���q) 1q �p d�� 1
p

� (
R


(
P
i2I

����i figi ���q)pd�(!)) pq (R
(jgjp) rpd�(!)) pr
� (

R


(
P
i2I

����i figi ���q)pd�(!)) pq (R
(jgjp) rpd�(!)) pr
� C

�P
i2I
j�ijq

� 1
q

:

Ce qui termine la démonstration. �

Remarque II.2.6

Supposons que la famille (fi)i2I véri�e l�hypothèse

X
i2I
j�ijq < +1)

Z
(
X
i2I
j�ifi(!)jq)

p
q d�(!) < +1:
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Alors, on a une application linéaire

� : lq(I) �! Lp(
; �; lq(I))

(�i) 7�! (�ifi(!))

qui est continue, par le théorème du graphe fermé il existe donc une constante C telle

que

(

Z



(
X
i2I
j�ifi(!)jq)

p
q d�(!)))

1
p � C(

X
i2I
j�ijq)

1
q :

Si on prendra pour ensemble d�indices I la boule unité de X et on posera fx = u(x);

on déduit immédiatement du Théorème II.2.5, le théorème suivant qui consiste en la

condition nécessaire et su¢ sante de la factorisation.

Théorème II.2.7

Soient X un espace de Banach, (
; �) un espace mesuré, u un opérateur linéaire de

X dans Lp(
; �); 0 < p � q � 1 et 1
p
= 1

q
+ 1

r
: Alors, les propriétés suivantes sont

équivalentes.

a) Il existe une constante C positive �nie telle que pour tout n 2 N et toute suite �nie

(xi)1�i�n dans X, on a

(

Z



" X
1�i�n

ju(xi)jq
# p
q

d�(w))
1
p � C

" X
1�i�n

kxikqX

# 1
q

:

b) Il existe une fonction g dans BLr(
;�) telle que pour tout x dans X; on a

(

Z



����u(x)g
����q d�(w)) 1q � C kxkX :

c) Il existe une fonction g dans BLr(
;�) et v 2 L(X;Lq(
; �)); kvk � C telle que

u = Tgov:
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X
u�! Lp(
; �)

v & %Tg

Lq(
; �)

Preuve

Il se déduit facilement du théorème précédent.

Le théorème suivant concerne le problème dual dans le cas linéaire traité aussi par

Maurey. Nous étudions ce même problème dans le cas sous-linéaire, dans la dernière

section.

Théorème II.2.8

Soient p; q et r trois nombres réels tels que 0 < p � q < +1 et 1
p
= 1

q
+ 1

r
; (
; �)

un espace mesuré, I un ensemble d�indices et ffigi2I � Lq(
; �): Alors, les conditions

suivantes sont équivalentes.

a) Il existe est une fonction mesurable g dans BLr(
;�) telle que

8i 2 I
Z



jgfijp (w)d�(w) � 1:

b) Pour toute f�igi2I dans R(I) il existe une constante �nie C telle que

(
X
i2I
j�ijp)

1
p � C(

Z



(
X
i2I
j�ifi(w)jp)

q
pd�(w))

1
q .

Preuve

b))a) Le cas p = q est trivial.

Supposons donc 0 < p < q < +1, la démonstration est alors identique à celle du

théorème II.2.5.

Posons s =
q

p
et soit K le convexe compact pour �

�
Ls

�
; Ls
�
: Soient les fonctions mesu-

rables h � 0 telles que
R
hs

�
d� � 1. Pour chaque � 2 R(I) considérons la fonction F� sur
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K dé�nie par

F�(h) =
nP
i=1

Z



j�ifijp h d��
nP
i=1

j�ijp :

Chaque fonctions F� est a¢ ne et continue sur K. L�ensemble des F� est convexe, de plus

si nous posons

h� = C

�
nP
i=1

j�ifijp
� q
r

avec

C = (

Z



�
nP
i=1

j�ifijp
� p
q

d�)
�1
S� ;

nous avons que h� 2 K et

F�(h�) = C

Z



�
nP
i=1

j�ifi(w)jp
� q
p

d�(w)�
nP
i=1

j�ijp

= (

Z



�
nP
i=1

j�ifi(w)jp
� p
q

d�(w))
p
q �

nP
i=1

j�ijp � 0:

D�après le lemme II.2.4, il existe h0 2 K telle que

8i 2 I;
Z



jfi(w)jp h0d�(w) � 1:

D�où le résultat avec g = h
1
p

0 :

a))b) Résulte aisément de l�inégalité de Hölder. En e¤et
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nP
i=1

j�ijp �
nP
i=1

Z



j�ifig(w)j
p

d�(w)

�
Z



((
nP
i=1

j�ifi(w)j
p

)
1
p g)pd�(w)

� (

Z



�
nP
i=1

j�ifi(w)j
p

� q
p

d�(w))
p
q :

Ce qui termine la démonstration.�

Remarque II.2.9

Le résultat ne subsiste pas lorsque q = +1 car le dual de L1(
; �) contient des éléments

qui ne s�identi�ent pas à des fonctions sur (
; �):

2.3 Opérateurs sous linéaires p-convexes, q-concaves

Dans cette section nous généralisons la notion d�opérateurs p�convexes et q�concaves

aux opérateurs sous-linéaires. Nous traitons aussi quelques exemples et remarques concer-

nant cette classe. Pour plus de détails voir [LT96] :

Dé�nition II.3.1

1) Soient E un espace de Banach arbitraire, X un espace de Banach réticulé et 1 � p �

1. Un opérateur sous-linéaire T : E �! X est dit p�convexe s�il existe une constante

positive C telle que, pour tout n dans N les opérateurs

Tn lnp (E) �! X
�
lnp
�

(x1; :::; xn) 7�! (T (x1); :::; T (xn))

sont uniformément bornés par C.

C�est à dire que
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�

nP
i=1

jT (xi)jp
�1
p

 � C

�
nP
i=1

kxikp
�1
p

si 1 � p <1; sup
1�i�n

jT (xi)j
 � C sup

1�i�n
kxik si p =1:

La plus petite constante C véri�ant ces inégalités sera notée par Cp (T ).

2) Soient X; Y deux espaces de Banach dont X réticulé et 1 � p � 1. Un opérateur

sous linéaire T : X �! Y; est dit p�concave s�il existe une constante C telle que; pour

tout n dans N les opérateurs

Tn : X(l
n
p ) �! lnp (Y )

(x1; :::; xn) 7�! (T (x1); :::; T (xn))

sont uniformément bornés par C.

C�est à dire que

kT (xi)klnp (Y ) � C k(xi)kX(lnp ) si 1 � p <1;

sup
1�i�n

kT (xi)k � C

 sup
1�i�n

jxij
 si p =1:

La plus petite constante C véri�ant ces inégalités sera notée par Cp (T ).

3) Si X est réticulé, on dira qu�il est q�convexe (resp. q�concave) si l�identité est

q�convexe (resp. q�concave).

Remarques II.3.2

Tout opérateur sous-linéaire q-convexe (resp. q-concave) est borné et kTk � Cq (T ) (resp.

kTk � Cq (T )).

Tout espace de Banach est 1�convexe. La p�convexité pour 1 � p � 1 est décroissante

en p, voir [LT96]. Par exemple Lp pour 1 � p <1 est p�convexe, et Cp (Lp) = 1.

Tout espace de Banach est1�concave. La p�concavité est croissante en p. Par exemple

Lp pour 1 � p <1 est p�concave et Cp (Lp) = 1.
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2.4 Factorisationdes opérateurs sous-linéaires de X

dans Lp par Lq

On donnera dans cette section la factorisation des opérateurs sous- linéaires T de X

un espace de Banach dans Lp(
; �); 0 < p � 1 par Lq(
; �) avec 1
p
= 1

q
+ 1

r
: Nous vous

référons sur ce résultat à [MT04].

Théorème II.4.1

Soient X un espace de Banach, (
; �) un espace mesuré, T un opérateur sous-linéaire

continu de X dans Lp(
; �) et 0 < p � q � 1 tels que 1
p
= 1

q
+ 1

r
. Alors, les propriétés

suivantes sont équivalentes.

1) Il existe une constante positive �nie C telle que pour toute suite �nie (xi)1�i�n dans

X; on a

(
R



�
nP
i=1

jT (xi)jq
� p
q

d�)
1
p � C

�
nP
i=1

kxikqX
� 1q

(i.e., T est p�convexe et Cpq � C).

2) Il existe une fonction g dans B+Lr(
;�); telle que pour tout x dans X; on a

(

Z



����T (x)g
����q d�) 1q � C kxkX :

3) Il existe une fonction g dans B+Lr(
;�) et S un opérateur sous-linéaire continu de X

dans Lq(
; �); tels que kSk � C et T = TgoS:

X
T�! Lp(
; �)

S & %Tg

Lq(
; �)

Preuve

1))2) Il su¢ t de prendre dans le théorème II.2.5 l�ensemble f�i = kxikXgi2I 2 R(I)
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où I = f1; :::; ng et pour les ffig1�i�n dans Lp(
; �) telles que fi = T (
xi

kxikX
): En e¤et

(

Z



�
nP
i=1

jT (xi)jq
� p
q

d�(!))
1
p = (

Z



�
nP
i=1

����kxikX T ( xi
kxikX

)

����q�
p
q

d�(!))
1
p

� C

�
nP
i=1

kxikqX
� 1
q

donc il existe g dans B+Lr(
;�) telle que

8i 2 I (

Z



�����T (
xi

kxikX
)

g

�����
q

d�(!))
1
q � C

ce qui implique

8i 2 I (

Z



����T (xi)g
����q d� (!)) 1q � C kxikX :

Et par conséquent pour tout x dans X; on aura

(

Z



����T (x)g
����q d� (!)) 1q � C kxkX :

2))3) Il su¢ t de dé�nir S par S(x) =
T (x)

g
.

L�opérateur S est sous-linéaire. En e¤et, soit x; y dans X

S(x+ y) = T (x+y)
g

� T (x)
g
+ T (y)

g

� S(x) + S(y):

Soit � 2 R+

S(�x) =
T (�x)

g

= �
T (x)

g

= �S(x)
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et on a bien que T = TgoS et kSk =
Tg
 � C (car T est continu).

3))1) On utilisera l�inégalité de Hölder, avec 1
p
= 1

q
+ 1

r
: On obtient

R


(
nP
i=1

jT (xi)jq)
p
q d� =

�R


(
nP
i=1

jgjq
����T (xi)g

����q) pq d�(!)�
� (

R



nP
i=1

����T (xi)g
����q d�(!)) pq (R (




jgjp)
r
pd�(!))

p
r

� (
nP
i=1

R



����T (xi)g
����q d�(!)) pq (R




jgjr d�(!)) pr

� Cp(
nP
i=1

kxikqX)
p
q :

Ce qui prouve 3))1): �

Proposition II.4.2

Soient T1; T2 deux opérateurs sous-linéaires de X un espace de Banach dans Y un quasi-

Banach réticulé. Si T1 � T2 (au sens de (1.8)): Alors, il existe une constante CY ne

dépendant que de Y telle que

a) jT1(x)j � sup fjT2(x)j ; jT2(�x)jg ;

b) kT1(x)k � CY (kT2(x)k+ kT2(�x)k):
Preuve

a) On a

T1(x) � T2(x)() �T1(x) � T1(�x) � T2(�x); 8x 2 X:

Ce qui entraîne que

jT1(x)j � sup fjT2(x)j ; jT2(�x)jg :

b) De a) on a

jT1(x)j � jT2(x)j+ jT2(�x)j .

Donc

kT1(x)k � kjT2(x)j+ jT2(�x)jk

� CY (kT2(x)k+ kT2(�x)k):
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(La constante CY apparaît si Y est un quasi-Banach réticulé) d�où le résultat annoncé.

�

Proposition II.4.3

Soient X un espace de Banach, (
; �) un espace mesuré, T1 et T2 deux opérateurs sous-

linéaires continus de X dans Lp(
; �); et 0 < p � q � 1 tels que 1
p
= 1

q
+ 1

r
. Si T2 se

factorise par Lq(
; �); et T1(x) � T2 (x) pour tout x dans X; alors T1 se factorise par

Lq(
; �):

Preuve

Supposons que T2 se factorise par Lq(
; �): D�après le Théorème II.4.1 il existe une

constante positive �nie C telle que pour tout n 2 N et toute suite �nie (xi)1�i�n dans X;

on a

(

Z



"
nX
i=1

jT2(xi)jq
# p
q

d�(w))
1
p � Cpq

"
nX
i=1

kxikqX

# 1
q

:

D�autre part et d�après la proposition II.4.2, on a

jT1(x)j � sup fjT2(x)j ; jT2(�x)jg :

Ce qui entraîne que pour tout x dans X; on a

jT1(x)j � jT2(x)j + jT2(�x)j ; 8x 2 X:

Alors on a clairement que

(
nP
i=1

jT1(xi)jq)
1
q � Cq(

nP
(

i=1

jT2(xi)jq)
1
q + (

nP
i=1

jT2(�xi)jq)
1
q )

D�où( nP
i=1

jT1(xi)jq)
1
q


Lp

� C 0qCp

 ( nP
i=1

jT2(xi)jq)
1
q


Lp

+

( nP
i=1

jT2(�xi)jq)
1
q


Lp

!
:

Finalement et par conséquent pour tout n 2 N et toute suite �nie (xi)1�i�n dans X; on a
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(
R


(
nP
i=1

jT1(xi)jq)
p
q d�)

1
p � 2C 0qCp(

R


(
nP
i=1

jT2(xi)jq)
p
q d�)

1
p

� C1

�
nP
i=1

kxikqX
� 1q
;

où C1 = 2Cpq (T2)C 0qCp est une constante absolue dépendant que de p et q (Cp = CLp =

2
1
p
�1 et Cq = CLq = 2

1
q�1 si p; q < 1). D�après le théorème II.4.1, on déduit que T1 se

factorise par Lq(
; �):

Ce qui termine la démonstration: �

Corollaire II.4.4

Soient X un espace de Banach, (
; �) un espace mesuré, T un opérateur sous-linéaire

continu de X dans Lp(
; �) et 0 < p � q � 1; tels que 1
p
= 1

q
+ 1

r
. Si T se factorise

par Lq(
; �); alors u se factorise par Lq(
; �) pour tout u dans rT:

Remarque II.4.5

Soient p; q et r tels que 0 < p � q � 1 et 1
p
= 1

q
+ 1

r
. Soient X un espace de Banach,

(
; �)un espace arbitraire de mesure et T : X �! Lp(
; �) un opérateur sous-linéaire

continu. Supposons que u se factorise par Lq(
; �) dans le sens du théorème II.2.7 pour

tout u dans rT: Est ce que T se factorise par Lq(
; �) ? Autrement dit est ce que la

réciproque du Corollaire II.4.2 est vraie ?

Dans ce dernier théorème et avec la supposition que fgugu2rT est latticiellement borné

on donne une réponse positive. C�est le principal résulta de ce chapitre.

Théorème II.4.6

Soit T un opérateur sous-linéaire continu de X dans Lp(
; �) qui est un quasi- Banach

réticulé complet. Supposons qu�il existe une constante positive �nie C telle que pour

tout u dans rT , Cpq (u) � C et fgugu2rT est latticiellement borné dans Lr(
; �) (i.e.,

9g0 2 L+r (
; �) : 8u 2 rT; gu � g0. Donc, T se factorise par Lq(
; �) (comme dans le

théorème II.4.1).
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Preuve

Il su¢ t de prendre eT (x) = T (x)
g
où g =

g0
kg0k

: Donc g0 est dans L+r (
; �) et par la

proposition I.5.6, on a eT (x) =
T (x)g 

=
ux(x)g


� kg0k

ux(x)g0


� kg0k

ux(x)gux


� C kg0k :

Ce qui termine la démonstration. �

Remarque II.4.7.

Sans la condition additionnelle, ce théorème n�est pas vrai en général. On va le montrer

avec un contre exemple. Prenons comme espace mesuré (
; �) le tors T = R=2�Z, équipé

de la mesure invariante d�. Soit X l�espace de Hilbert H = L2(
; �) = L2(T):

Pour tout r tel que 0 < r � � et pour toute f 2 L2(T), on dé�nit une fonction

2��périodique Srf � 0 par

8x 2 R; Srf (x) =
1
2r

R x+r
x�r jf (y)j

2 dy:

On pose Trf =
p
Srf . Pour tout x, l�expression (Trf) (x) est la norme L2 de la fonction

1(x�r;x+r)f . L�opérateur Tr est sous-linéaire et l�opérateur T dé�ni par Tf = supfTr f :

0 < r < �g, est aussi sous-linéaire de L2(
; �) dans L1(
; �). Tf est le racine quarré de

la fonction maximale Mf2 (l�opérateur maximal de Hardy-Littlewood ) de la fonction

f 2 2 L1, nous savons que Mf2 est dans L1 faible, d�où Tf est dans L2 faible.

Considérons n dans N. On peut partager T à n�intervalles avec la même longueur et

prenons x1; :::; xn dans L2(
; �), la fonction caractéristique. On a kxik2 = 2�=n pour tout

i = 1; :::; n, mais chaque fonction T (xi) vaut au moins C=
p
1 + (i� j) sur le support de

xi pour tout j = 1; :::; n avec C = (4�)
�1, donc il résulte que
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R


(
nP
i=1

jT (xi) (!)j2)
1
2d� (!) � C

q
1 + 1

2
+ :::+ 1

n
� C

p
log n

et
nP
i=1

kxik2 = 2�.

Mais d�après le petit théorème de Grothendieck voir [Pis86, Théorème 5.4.a], on a pour

tout u dans rT R


(
nP
i=1

ju (xi) (!)j2)
1
2d� (!) �

p
�
2
kuk (

nP
i=1

kxik2)
1
2

(D�après le théorème I.6.1, b)) � 2
p

�
2
kTk (

nP
i=1

kxik2)
1
2 .

Comme conclusion nous avons Cpq (u) � 2
p

�
2
kTk et Cpq (T ) =1 pour p = 1 et q = 2.

On déduire que pour tout u dans rT , u se factorise par L2(
; �) mais T ne factorise pas

par L2(
; �).

2.5 Factorisationdes opérateurs sous-linéaires de Lq

dans X par Lp (problème transposé).

Dans cette section on étudie le problème transposé et on donnera la factorisation des

opérateurs sous-linéaires T de Sq sous espace fermé de Lq(
; �) dans X un espace de

Banach par Sp sous-espace fermé de Lp(
; �) 0 < p � q � 1.

Théorème II.5.1

Soient p; q et r trois nombres réels tels que 0 < p � q � +1 et 1
p
= 1

q
+ 1

r
: Soient (
; �)

un espace mesuré, Sq un sous-espace fermé de Lq(
; �); X un espace de Banach com-

plètement réticulé, T un opérateur sous-linéaire borné de Sq dans X et C une constante

positive �nie. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes.

a) Il existe Sp un sous-espace fermé de Lp(
; �) tel que T admet la factorisation sui-

vante

Sq
T! X

Jg & Sp % v
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v est un opérateur sous-linéaire tel que kvk � C:

g une fonction dans BLr(
;�):

Jg est l�opérateur induit sur Sq par l�opérateur de multiplication Tg:

b) Pour toute suite �nie ffig1�i�n dans Sq; on a

(

nX
i=1

kT (fi)kpX)
1
p � C(

Z



(
nX
i=1

jfijp)
p
q d�(w))

1
q :

Preuve

a))b). Résulte de l�inégalité de Hölder. En e¤et,

(
nP
i=1

kT (fi)kpX)
1
p = (

nP
i=1

kvJg(fi)kpX)
1
p

� C(
nP
i=1

kJg(fi)kpSp)
1
p

� C(
nP
i=1

kg(w):fi(w)kpSp)
1
p

� C(
nP
i=1

kg(w)kpLr k:fi(w)k
p
Sq)

1
p

� C(
R


(
nP
i=1

jfijp)
p
q d�(w))

1
q :

b))a): Soit f�ig 2 R(I): Ecrivons

j�ij = kT (fi)kX
j�ij

kT (fi)kX
= kj�ijT (fi)kX

1

kT (fi)kX

=
kT (j�ij fi)kX
kT (fi)kX

:

Donc

(
nP
i=1

j�ijp)
1
p = (

nP
i=1

T ( j�ijfi
kT (fi)kX

)
p) 1p

(d�après b) ) � C(
R


(
nP
i=1

( j�ijjfij
kT (fi)kX

)p)
1
pd�(w))

1
q ;
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prenons Fi =
jfij

kT (fi)kX
dans Lq(
; �) donc d�après le théorème II.2.8

9g 2 BLr(
;�) telle que
Z



jgFijp d�(w) � 1

ce que implique

R



���g jfij
kT (fi)kX

���p d�(w) � 1,
d�où

R


jgfijp d�(w) � kT (fi)k

donc

8f 2 Sq; kT (f)k � (
Z



jgf jp d�(w))
1
p : (2.3)

On a

Tg : Lq(
; �) �! Lp(
; �)

f 7�! fg

dé�nissant v sur Tg(Sp) par v(fg) = T (f); l�inégalité (2.3) implique que kvk � C:

En prolongent v à Sp = Tg(Sp)
Lp
on aura le résultat et par conséquent la preuve: �
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Chapitre 3

Les opérateurs sous-linéaires

fortement p-sommants
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3.1 Introduction

Pietsch a montré dans [Pie67] que l�identité de l1 dans l2 est 2�absolument som-

mant mais l�opérateur adjoint n�est pas 2�absolument sommant. Pour cela, le concept

des opérateurs linéaires fortement p�sommants. (1 � p < 1) a été introduit par J. S.

Cohen [Coh73] comme une caractérisation du conjugué d�un opérateur linéaire absolu-

ment p��sommant. Un opérateur linéaire u entre deux espaces de Banach X et Y est

fortement p�sommant pour (1 < p < 1) s�il existe une constante positive C telle que

pour tout n 2 N, x1; :::; xn 2 X et y�1; :::; y
�
n 2 Y �, on a

P
1�i�n

jhu (xi) ; y�i ij � C(
P

1�i�n
k(xi)kp)

1
p sup
y2BY

(
P

1�i�n
jhy�i ; y)ij

p�)
1
p� : (3.0)

La petite constante C qui véri�ant l�inégalité (3.0) est notée par dp(u), qui est une norme

dans Dp(X; Y ); l�espace de tous les opérateurs linéaires fortement p�sommants entre

deux espaces de Banach X et Y . On a D1(X; Y ) = B(X;Y ), l�espace vectoriel de tout

opérateurs linéaires bornés de X dans Y .

Dans ce chapitre, on va généraliser la notion précédente aux opérateurs sous-linéaires

et on donnera un analogue au théorème de domination de Pietsch pour cette catégorie.

Ce théorème est l�un des principaux résultats de ce chapitre. Cohen a déduit le théo-

rème de domination au cas linéaire simplement à partir de l�opérateur adjoint qui est

p��sommant. Ce n�est pas le cas pour les opérateurs sous-linéaires car l�adjoint d�un

opérateur sous-linéaire n�est encore bien dévloppé. On va le démontrer directement en

utilisant le lemme de Ky Fan. On terminera ce chapitre par une étude relationnelle entre

les opérateurs linéaires et les opérateurs sous-linéaires.

Dans la première section, on donnera quelques dé�nitions et terminologies concernant les

espaces de Banach réticulés et des notations standards.

Dans une seconde section, on annoncera la généralisation d�opérateurs sous-linéaires po-

sitivement p-sommants et quelques propriétés concernant cette classe d�opérateurs. Pour
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plus d�informations voir [Bla86,87,88].

On généralise dans une troisièmes section, la classe des opérateurs linéaires fortement

p�sommants introduite par Cohen dans [Coh73] aux opérateurs sous-linéaires. Cette

catégorie d�opérateurs véri�e le théorème de domination de Pietsch analogue au cas

linéaire.

On terminera ce chapitre par étudier dans la section quatre, quelques relations entre les

sous-linéaires fortement p�sommants T et les opérateurs linéaires u 2 rT , où

rT = fu 2 L(X; Y ) : u � Tg

et L(X;Y ) est l�espace des opérateurs linéaires de X dans Y .

3.2 Rappels de quelques terminologies

Dans cette section nous rappelons quelques terminologies déjà vues pour l�aisance du

lecteur concernant les espaces de Banach réticulés.

Rappelons qu�une norme k:k sur un espace de Riesz X est une norme réticulée si 8x; y 2

X, jxj � jyj ) kxk � kyk (ce qui implique que pour tout x 2 X l�élément x et jxj ont

la même norme): Un espace de Riesz équipé d�une norme réticulée est appelé espace de

Riesz normé. Si la norme est complète, on dira que X est un espace de Banach réticulé (Il

est complètement réticulé s�il est complètement réticulé en tant qu�espace vectoriel). Les

deux inégalités suivantes sont véri�ées kx+ � y�k � kx� yk et kjxj � jyjk � kx� yk :

Par exemple l�espace L1([0:1] ; �) est un espace de Banach réticulé. L�espace C (K) est

un espace de Banach réticulé. L�espace Lp (1 � p � 1) est un un espace de Banach

complètement réticulé.

Proposition III.2.1 ([LT96])

Le dual X� d�un espace de Banach réticulé X est un espace de Banach complètement

réticulé muni de l�ordre naturel
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x�1 � x�2 () hx�1; xi � hx�2; xi ; 8x 2 X+ (3.1)

où h:; :i indique le crochet de dualité.

Nous désignons par un sous-lattice d�un espace de Banach réticulé X le sous espace

linéaire E de X tel que pour tout x; y 2 E; le sup fx; yg appartient à E. L�injection

isométrique i : X �! X�� telle que hi(x); x�i = hx�; xi envoie X dans un sous-lattice de

X��: On pourra consulter [LT96] pour plus d�informations. Si on considère X comme un

sous-lattice de X�� on a pour x1; x2 2 X

x1 � x2 () hx1; x�i � hx2; x�i ; 8x� 2 X�
+: (3.2)

Nous continuons ce paragraphe par introduire quelques notations dont nous aurons besoin

par la suite.

Soit n un entier. Soit X un espace de Banach réticulé et 1 � p � 1. On note par X(lnp )

l�espace des suites x = (x1; :::; xn) d�éléments de X telles que

kxkX(lnp) =
(

nX
1

jxijp)
1
p

 si 1 � p <1
et

kxkX(ln1) =
 sup
1�i�n

jxij
 si p =1:

L�espace X(lnp ) équipé de l�ordre naturel
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x � y () xi � yi; 8i;

est un espace de Banach réticulé.

Soit maintenant X un espace de Banach et 1 � p � 1. On note par lp (X) (resp. lnp (X))

l�espace des suites (xi) dans X muni de la norme

k(xi)klp(X) = (
1P
1

kxikp)
1
p

(resp: k(xn)klnp (X) = (
nP
1

kxikp)
1
p )

si p est �ni, et on prend le sup si p est in�ni.

On désigne aussi par l!p (X) (resp. l
n !
p (X)) l�espace des suites (xi) dans X muni de la

norme

k(xn)kl!p (X) = sup
k�kX?

(
1P
1

jhxi; �ijp)
1
p )

(resp: k(xn)kln!p (X) = sup
k�kX?

(
nP
1

jhxi; �ijp)
1
p ):

Soit v : lp� �! X un opérateur linéaire tel que v (ei) = xi (i.e., v =
1P
1

ej 
 xj; (ej ) est

la base canonique de lp). Alors,

kvk = k(xn)kl!p (X) : (3.3)

Nous rappelons en�n, la notion des opérateurs bornés pour l�ordre. Soit E un espace de

Banach et X est un espace de Banach complètement réticulé. Un opérateur u 2 B(E;X)

est dit borné pour l�ordre (voir [Nie73] et [HON81]) si u (BX) est borné pour l�ordre dans

X ( BX est la boule unité de X ). Dans ce cas, on pose

l (u) =

 sup
x2BX

ju (x)j
 :

On pourra montrer (voir [LJ80] ou [Szu85]) que l est une norme sur l(E;X), l�espace de

tous les opérateurs bornés pour l�ordre de E dans X.

Si w : X �! Y , Y un espace de Banach complètement réticulé et w un opérateur positif

(i.e., w (x) � 0, pour tout x dans X+). Alors, wu est borné pour l�ordre.
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3.3 Opérateurs sous-linéaires positivement p-sommants

Dans cette section on va généraliser la notion d�opérateurs positivement p�sommants

dé�ni au cas linéaires par Blasco [Bla86] aux opérateurs sous-linéaires (on peut consulter

aussi [DJT95]). Pour plus de détails sur les opérateurs sous-linéaires p�sommants, nous

suggérons au lecteur de voir [Sch74] et [AM04].

Dé�nition III.3.1

Soient X; Y deux Banach réticulés et T 2 SB (X; Y ). On dira que T est positivement

p�sommant pour 1 � p � 1 si,8>><>>:
9C > 0, telle que 8n 2 N, 8 fx1; :::; xng � X+�

nP
1

kT (xi)kp
� 1

p

� C sup
�2BX?

�
nP
1

j< xi; � >jp
� 1

p

ou bien

(k(T (xi))klnp (Y ) � C k(xi)kln!p (X) : (3.4)

On note par

�+p (X; Y ) = fT : X �! Y sous linéaires positivement p�sommantsg

et

�+p (T ) = inffC, véri�ant l�inégalité 3.4g.

Propriété d�idéal III.3.2

Soient T 2 �+p (X; Y ), v : E �! X linéaire continu positif et w : Y �! F linéaire

continu positif (E et F deux espaces Banach quelconques où F est réticulé). Alors,

wTv est positivement p�sommant et
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�+p (wTv) � kwk �+p (T ) kvk :

Preuve

L�opérateur wTv est sous-linéaire d�après la Proposition I.4.2.

On a aussi

kwTv(x)k � kwk kT (v(x))k ; 8x 2 E:

Soit n 2 N et fx1; :::; xng dans E+ alors, fv(x1); :::; v(xn)g � X+;

donc

(

nX
1

kT (v(xi))kp)1=p � �+p (T ) sup
�2BX?

(

nX
1

jhv(xi); �ijp)
1
p ;

� �+p (T ) sup
�2BX?

(
nX
1

jhxi; v?(�)ijp)
1
p :

On pose � =
v?(�)

kvk 2 BE? , donc

n

(
P
1

kT (v(xi))kp)1=p � �+p (T ) kvk sup
�2BE?

(
nP
1

jhxi; �ijp)
1
p

d�où

n

(
P
1

kwTv(xi)kp)1=p � kwk �+p (T ) kvk sup
�2BE?

(
nP
1

jhxi; �ijp)
1
p

et par conséquent wTv 2 �+p (E;Z) et

�p(wTv) � kwk �p(T ) kvk :

Ce qui termine la démonstration. �

Corollaire III.3.3

Soit X0 un sous-lattice de X et T 2 �+p (X;Y ) : Alors,
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T=X0 2 �+p (X0; Y ) et �+p (T=X0) � �+p (T ) :

Corollaire III.3.4 (Injectivité)

Soit Y0 � Y un sous-lattice et i : Y0 �! Y l�injection canonique, alors

T 2 �+p (X;Y0)() iT 2 �+p (X; Y ) :

Dans ce cas, on a �+p (T ) = �
+
p (iT ) :

Proposition III.3.5

Soient 0 � p � 1 et X un espace de Banach réticulé. Soit Y un espace complètement

réticulé. Alors, les propriétés suivantes de la constante C et de l�opérateur sous-linéaire

T : X �! Y sont équivalentes.

(1) L�opérateur T 2 �+p (X; Y ) et �+p (T ) � C.

(2) Pour tout n dans N et tout v : lnp� �! X, tel que v (ei) 2 X+ on a

 
nX
1

kTv (ei)kp
! 1

p

� C kvk et �+p (Tv) � C kvk : (3.5)

Preuve

(1))(2). Supposons T 2 �+p (X; Y ) et �+p (T ) � C: Soit n 2 N et v : lnp� �! X; d�après

la propriété d�idéale on a

Tv 2 �+p
�
lnp� ; Y

�
et �+p (Tv) � C kvk :

(2))(1). On dé�nit v par v(ei) = xi; i 2 f1; :::; ng et xi 2 X+ où (ei) est la base

canonique de lnp : On a

kvk = sup
�2BX?

�
nP
1

j< xi; � >jp
� 1

p

:

Alors,
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(
nP
1

kT (xi)kp)1=p = (
nP
1

kT (v(ei))kp)1=p;

� C kvk ;

� C sup
�2B

X?

�
nP
1

j< xi; � >jp
� 1

p

:

D�où T est positivement p�sommant et �+p (T ) � C: �

Théorème III.3.6 (Théorème d�inclusion)

Soit T 2 SL(X; Y ), et 1 � p < q � 1;, on a

1)-

�+p (X; Y ) � �+q (X; Y )

et

8T 2 �+p (X; Y ) ; �+q (T ) � �+p (T ) :

2)-

�p (X;Y ) � �+p (X; Y )

et

8T 2 �+p (X; Y ) ; �+p (T ) � �p (T ) :

Preuve

1)- Soit n 2 N et fx1; :::; xng � X+: Si on pose

�i = kT (xi)k(
q
p
)�1 ;

on aura

kT (xi)kq = kT (�ixi)kp :

Si T est p�sommant, on a
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�
nP
1

kT (xi)kq
� 1

p

=

�
nP
1

kT (�ixi)kp
� 1

p

;

� �+p (T ) sup
�2BX?

�
nP
1

�pi j< xi; � >j
p

� 1
p

:

Puisque p < q et d�après l�inégalité de Hölder ( 1
(q=p)

+ 1
(q=q�p) = 1 ), on obtient que�

nP
1

kT (xi)kq
� 1

p

� �+p (T )

�
nP
1

�
pq
q�p
i

� q�p
pq

sup
�2BX?

�
nP
1

j< xi; � >jq
� 1

q

;

� �+p (T )

�
nP
1

kT (xi)kq
� 1

p
� 1
q

sup
�2B

X?

�
nP
1

j< xi; � >jq
� 1

q

:

Ce qui entraîne que�
nP
1

kT (xi)kq
� 1

q

� �+p (T ) sup
�2BX?

�
nP
1

j< xi; � >jq
� 1

q

et par conséquent T est positivement q�sommant et �+q (T ) � �+p (T ):

2)-Evident. �

3.4 Extension du théorème de Pietsch aux opéra-

teurs positifs

L�extension suivante du théorème fondamental de factorisation de Pietsch pour les opé-

rateurs sous-linéaires positivement p�sommants est l�analogue naturelle du cas linéaire.

La démonstration dont nous renvoyons le lecteur aux références [Pie67, Pis86, DJT95],

se fera exactement comme pour le cas des opérateurs linéaires.

Théorème III.4.1

Soient X; Y deux espaces Banach réticulés et T : X �! Y un opérateur sous linéaire

positivement p�sommant et 1 � p < 1. Il existe une probabilité � de Borel sur�
B+X? ; � (X?; X)

�
(B+X� = BX� \X�

+) telle que
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8x 2 X; kT (x)k � �+p (T )
 Z

B+
X?

j< x; � >jp d� (�)
! 1

p

: (3.6)

S�il existe C > 0 véri�ant l�inégalité (3.6), alors T est positivement p�sommant et

�+p (T ) � C:

Dans ce paragraphe, on étudie le problème relationnel entre les opérateurs sous- li-

néaires positivement p�sommants deX un espace de Banach dans Y un espace de Banach

complètement réticulé et les opérateurs linéaires inférieurs ou égaux à T .

Proposition III.4.2

Soient X; Y deux espaces de Banach réticulés et T : X �! Y un opérateur sous-linéaire

continu. Si

T 2 �+p (X; Y )

alors

8u 2 rT , u 2 �+p (X; Y ) :

Preuve

Puisque T est positivement p�sommant donc d�après le théorème III.4.1 il existe une

probabilité de Borel � sur
�
B+X? ; � (X?; X)

�
telle que

8x 2 X, kT (x)k � �+p (T )
�R

B+
X?
j< x; � >jp d� (�)

� 1
p
:

D�après le Théorème I.6.1, on a pour tout x dans X et tout u dans rT

ku (x)k � kT (x)k+ kT (�x)k ;

� 2�+p (T )
�R

B+
X?
j< x; � >jp d� (�)

� 1
p
:

D�où u est positivement p�sommant et �+p (u) � 2�+p (T ) : �
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3.5 Opérateurs sous-linéaires fortement p�sommants

On va maintenant introduira une généralisation de la classe d�opérateurs linéaires

fortement p�sommants dé�ni en 1973 par Cohen [Coh73]. On donne un théorème de

domination comme dans le cas linéaire mais avec une démonstration di¤érente car le cas

linéaire a été obtenus à l�aide de l�opérateur adjoint qui est p��sommant. Dans le cas

sous-linéaire c�est pas possible en l�absence de l�adjoint d�un opérateur sous linéaire. On

utilise le lemme de Ky Fan pour le démontré.

Dé�nition III.5.1

Soient X un espace de Banach, Y un Banach réticulé. Un opérateur sous-linéaire T :

X �! Y est fortement p�sommant ( 1 < p < 1), s�il existe une constante positive C

telle que pour tout n 2 N; x1; :::; xn 2 X et y�1; y
�
2; :::; y

�
n 2 Y �, on a

k(hT (xi) ; y�i i)kln1 � C k(xi)klnp (X) k(y
�
i )kln !

p�
: (3.7)

On note par Dp(X; Y ) l�ensemble de tous les opérateurs sous-linéaires qui sont fortement

p�sommants de X dans Y et on note par dp(T ) la plus petite constante C véri�ant

l�inégalité (3.7). Pour la dé�nition d�un opérateur fortement positivement p�sommant,

on remplace Y � par Y �+ et dp(T ) par d
+
p (T ).

Proposition III.5.2

Soient T 2 SB(X; Y ) et v : lnp �! Y � un opérateur linéaire borné. L�opérateur sous-

linéaire T est fortement p�sommant si et seulement si

nX
i=1

jhT (xi) ; v(ei)ij � C(
nP
i=1

kxikp)
1
p kvk : (3.8)

Pour p = 1, on a D1(X; Y ) = SB(X; Y ).

70



Donnons un exemple d�opérateur sous-linéaire fortement p�sommant.

Exemple III.5.3

Soit 1 < p < 1 et n; N 2 N. Soit u un opérateur linéaire de ln2 dans lNp . Alors,

l�opérateur sous-linéaire T (x) = ju (x)j est fortement 2�sommant. En e¤et ; soit m un

entier. Considérons (xj)1�j�m � ln2 et
�
y�j
�
1�j�m � lNp� (

1
p
+ 1

p� = 1). Utilisons (3.1) et

(3.2) et prenant xj =
nP
i=1

aijei on aura

mP
j=1

��
T (xj) ; y�j ���
�

m;nP
i;j=1

jaijj


T (ei);

��y�j ��� :
Par l�inégalité de Hölder, on obtient que

mP
j=1

��
T (xj) ; y�j ���
� (

m;nP
i;j=1

jaijj2)
1
2 (

m;nP
i;j=1



T (ei);

��y�j ���2) 12
� (

mP
j=1

kxjk2)
1
2 (

nP
i=1

ku(ei)k2
mP
j=1

(
D

T (ei)
ku(ei)k ;

��y�j ��E)2) 12 (ku(ei)k = kT (ei)k)
� (

mP
j=1

kxjk2)
1
2�2(u) sup

ky��k
lNp
=1

(
mP
j=1

��
y��; ��y�j �����2) 12
� (

mP
j=1

kxjk2)
1
2�2(u)C

�
lNp
�

sup
ky��k

lNp
=1

(
mP
j=1

��
y��; y�j ���2) 12 :
Ce qui conclut que d2(T ) � �2(u)C

�
lNp
�
, car u est de rang �ni, par conséquent u est

2�sommant (C
�
lNp
�
est la constante qui dépend seulement de lNp ). On peut déduire que

pour tout opérateur u linéaire q��sommant (1 < q <1) de lq dans lNp alors, l�opérateur

sous-linéaire T tel que T (x) = ju (x)j est fortement q�sommant.

Proposition III.5.4

Soient X un espace de Banach, Y et Z sont deux espaces de Banach réticulés. Soient

T 2 SB(X; Y ), R opérateur positif dans B (Y; Z) et S 2 B (E;X).

(a) Si T est un opérateur sous-linéaire fortement p�sommant, alors, R � T est un

opérateur sous-linéaire fortement p�sommant et dp(R � T ) � kRkZ dp(T ).
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(b) Si T est un opérateur sous-linéaire fortement p�sommant, alors, T � S est un

opérateur sous-linéaire fortement p�sommant et dp(T � S) � kSkX dp(T ).

Preuve

(a) Soit n 2 N, x1; :::; xn 2 X et z�1 ; :::; z
�
n 2 Z�. Il su¢ t d�utiliser (3.8) pour démontrer

que
nX
i=1

jhR � T (xi) ; z�i ij � C(
nX
i=1

kxikpX)
1
p kvk

où v : Z �! lnp� tel que v(z) =
nP
i=1

z�i (z)ei. On a

nP
i=1

jhR � T (xi) ; z�i ij =
nP
i=1

jhT (xi) ; R�(z�i )ij

� (
nP
i=1

kxikp)
1
p kwk

où

w(y) =
nP
i=1

hR�(z�i ); yi ei

=
nP
i=1

hz�i ; R(y)i ei

= kR(y)k
nP
i=1

D
z�i ;

R(y)
kR(y)k

E
ei:

Ce qui implique que

kwk � kRk sup
z2BZ

(z�i (z))1�i�nln
p�

� kRk kvk.

(b) Soit n 2 N, e1; :::; en 2 E et y�1; :::; y�n 2 Y �. On a

nP
i=1

jhT � S (ei) ; y�i ij

=
nP
i=1

jhT (S (ei)) ; y�i ij

� dp(T )(
nP
i=1

k(S (ei))kpX)
1
p kvk (v(y) =

nP
i=1

y�i (y)ei)

� dp(T ) kSk (
nP
i=1

keikpE)
1
p kvk :
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Ce qui entraine que dp(T � S) � kSk dp(T ). �

On va maintenant présenter le théorème de domination concernent la classe d�opé-

rateurs sous-linéaires qui est le résultat principal de ce chapitre. Mais on commence par

annoncer le lemme de Ky Fan. Pour la preuve de ce lemme, le lecteur intéressé peut

consulter [DJT95].

Lemme III.5.5 ( Lemme de Ky Fan)

Soient E un espace topologique vectoriel de Hausdor¤ et soit C un sous-ensemble compact

et convexe de E. Soit M un ensemble des fonctions dans C à valeurs dans (�1;1]

possèdant les propriétés suivantes

(a) Toute f 2M est convexe et faiblement semi-continue.

(b) Si g 2 conv(M), il existe une fonction f 2M avec g(x) � f(x), 8x 2 C.

(c) Il existe r 2 R tel que toute f 2M à valeur � r.

Alors, il existe x0 2 C tel que f(x0) � r pour toute f 2M .

Théorème III.5.6 ( Théorème de domination)

Soient X un espace de Banach et Y un espace de Banach réticulé. Soit T 2 SB (X;Y )

un opérateur sous-linéaire continu. On dit que T est fortement p�sommant ( 1 < p <1)

si et seulement si, il existe une constante C > 0 et une mesure de probabilité de Radon

� dans BY �� tel que pour tout x 2 X, on a

jhT (x) ; y�ij � C kxk (
Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�(y��))

1
p� : (3.9)

On note, dans ce cas

dp(T ) = inf fC > 0 : toute C véri�ant l�inégalité (3.9)g.

Preuve
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Premièrement, on démontre l�inverse. Soit x1; :::; xn 2 X et y�1; :::; y
�
n 2 Y �. On a par (3.9)

jhT (xi) ; y�i ij � C kxik (
Z
BY ��

jy�i (y��)j
p� d�(y��))

1
p�

pour tout 1 � i � n. En utilisant l�inégalité de Hölder, on obtient

nP
i=1

jhT (xi) ; y�i ij � C
nP
i=1

(kxik (
R
BY ��

jy�i (y��)j
p� d�(y��))

1
p� )

� C(
nP
i=1

(kxik)p)
1
p (

nP
i=1

(
R
BY ��

jy�i (y��)j
p� d�(y��)))

1
p�

� C(
nP
i=1

(kxik)p)
1
p sup
y2BY

(y�i (y))1�i�nln
p�
:

Ce qui implique que T 2 Dp(X;Y ) et dp(T ) � C:

Pour prouver la première implication, soit K = BY ��. Considérons l�ensemble C des

mesures de probabilités dans C(K)�. Il est un compact convexe de C(K)� équipé de la

topologie faible � (C(K)�; C(K)). Soit M l�ensemble de toutes les fonctions dans C à

valeurs dans R de la forme

f((xi);(y�i ))
(�) =

kX
i=1

(jhT (xi) ; y�i ij � C
p
kxikp � C

p�

Z
K

jhy�i ; y��ij
p� d� (y��)) (3.10)

où (xi)1�i�n � X;et (y�i )1�i�n � Y �.

Il est clair que ces fonctions sont continues et convexes. Appliquant maintenant le lemme

Ky Fan avec E = C(K)�. Soient les deux fonctions f; g qui sont dans M et � 2 [0; 1] tels

que

f((x0i);(y0�i ))
(�) =

kX
i=1

(jhT (x0i) ; y�i ij � C
p
kx0ik

p � C
p�

Z
K

jhy0�i ; y��ij
p�
d� (y��))

et

g((x00ji );(y00�i ))
(�) =
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lX
i=1

(jhT (x00i ) ; y�i ij � C
p
kx00i k

p � C
p�

Z
K

jhy00�i ; y��ij
p�
d� (y��)):

Il s�en suit (car T est positivement homogène)

�f =
kP
i=1

�(jhT (x0i) ; y�i ij � C
p
kx0ik

p � C
p�

R
K
jhy0�i ; y��ij

p� d� (y��))

=
kP
i=1

(

�����T (� 1px0i); � 1
p� y�i

�����
= �C

p

� 1p (x0i)p � C
p�

R
K

������ 1
p� y0�i ; y

��
�����p� d� (y��))

et

(1� �) g =
lP
i=1

(1� �) (jhT (x00i ) ; y�i ij � C
p
kx00i k

p

� C
p�

R
K

���D(1� �) 1
p� y00�i ; y

��
E���p� d� (y��))

=
lP
i=1

(

�����T �(1� �)1px00i� ; (1� �) 1
p� y�i

�����
�C
p

(1� �)1px00ji p � C
p�

R
K

���D(1� �) 1
p� y00�i ; y

��
E���p� d� (y��)):

Finalement on a

�f + (1� �) g =
nX
i=1

(jhT (xi) ; y�i ij � C
p
kxikp � C

p�

Z
K

jhy�i ; y��ij
p� d� (y��))

avec n = k + l,

xi =

8<: �
1
px0i si 1 � i � k;

(1� �)
1
px00i si k + 1 � i � n;

et

y�i =

8<: �
1
p� y0�i si 1 � i � k;

(1� �)
1
p� y00�i si k + 1 � i � n:

Ce qui démontre que M est convexe et par conséquent la condition (b) du lemme III.5.5

est véri�ée.
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Pour la condition (c), soit y0 2 BY tel que

sup
kyk=1

 
nX
i=1

jhy�i ; yij
p�

! 1
p�

=

 
nX
i=1

jhy�i ; y0ij
p�

! 1
p�

et f de la forme (3.10)

f (�y0) =
nP
i=1

(jhT (xi) ; y�i ij � C
p
kxikp � C

p�

R
K
jhy�i ; y��ij

p� d�y0 (y
��))

=
nP
i=1

(jhT (xi) ; y�i ij � C
p
(kxikp + C

p� jhy
�
i ; y0ij

p�))

=
nP
i=1

jhT (xi) ; y�i ij � C(

nP
i=1

kxikp

p
+

nP
i=1
jhy�i ;y0ijp

�

p� ):

Utilisant l�identité élémentaire

8�; � 2 R�+ �� = inf
�>0

�
1

p

��
�

�p
+
1

p�
(��)p

�
�

(3.11)

prenons � = (
nP
i=1

kxikp)
1
p ; � = (

nP
i=1

jhy�i ; y0ij
p�)

1
p� et � = 1 on trouve que

nP
i=1

(jhT (xi) ; y�i ij � C
p
(kxikp + C

p� jhy
�
i ; y0ij

p�))

�
nP
i=1

(jhT (xi) ; y�i ij � C(
nP
i=1

kxikp)
1
p (

nP
i=1

jhy�i ; y0ij
p�)

1
p� :

La dernière quantité est inférieure ou égale à zéro (par hypothèse et parce que T est

fortement p�sommant). Si on prend r = 0; on aura la condition (c) véri�ée. Par le

lemme de Ky Fan, il existe � 2 C telle que f(�) � 0 pour toute f 2 M . Si on prend

x 2 X et y� 2 Y � on aura

f(�) = f(x;y�)(�) = jhT (x) ; y�ij � C
p
kxkp � C

p�

Z
K

jhy�; y��ijp
�
d� � 0:

D�où

jhT (x) ; y�ij � C(1
p
kxkp + 1

p�

Z
K

jhy�; y��ijp
�
d�):
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Remplaçant x par
1

�
x; y� par �y�i et prenant la borne inférieure pour � > 0 (d�après

(3.11)), on trouve

jhT (x) ; y�ij � C(1
p
kxkp + 1

p�

R
K
jhy�; y��ijp

�
d�)

� C(1
p

x
�

p + 1
p�

R
K
jh�y�; y��ijp

�
d�)

� C(1
p

�
kxk
�

�p
+ 1

p�

�
�(
R
K
jhy�; y��ijp

�
)
1
p�
�p�

� C kxk
R
K
jhy�; y��ijp

�
)
1
p� :

Ce qui implique que

jhT (x) ; y�ij � C kxk ky�kLp�(BY �� ;�)

d�où la démonstration. �

Corollaire III.5.7

Considérons 1 < p1; p2 < 1 tels que p1 � p2. Si T 2 Dp2(X; Y ) alors, T 2 Dp1(X;Y )

et

dp1(T ) � dp2(T ).

Corollaire III.5.8

Soient X un espace de Banach, Y un espace Banach réticulé. et un opérateur sous-

linéaire T1 2 Dp(X;Y ) ( 1 < p < 1), si l�opérateur sous-linéaire T2 � T1: Alors T2 2

D+
p (X; Y ):

Preuve

De l�inégalité (3.2), on a pour tout x dans X et y� dans Y �+

hT2(x); y�i � hT1(x); y�i

et par conséquent

�hT2(x); y�i � hT1(�x); y�i :

Ce qui implique que
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jhT2(x); y�ij � sup fhT1(x); y�i ; hT1(�x); y�ig

� sup fjhT1(x); y�ij ; jhT1(�x); y�ijg

� jhT1(x); y�ij+ jhT1(�x); y�ij

et d�après (3.9) on aura

jhT2 (x) ; y�ij � 2dp(T1) kxk (
Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�(y��))

1
p� : (3.12)

On obtient que l�opérateur T2 est positivement fortement p�sommant et d+p (T2) � 2dp(T1).

�

3.6 La relation entre les opérateurs linéaires et sous-

linéaires

Dans cette section on étudie la relation entre les opérateurs sous-linéaires T et les

opérateurs linéaires u 2 rT: En utilisant les résultats précédents.

Proposition III.6.1.

Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach complètement réticulé.

Soit T un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y . Supposons que T est fortement

p�sommant ( 1 < p < 1). Alors, pour tout u 2 rT , u est fortement positivement

p�sommant, et u� est positivement p��sommant.

Preuve

D�après (3.2) on a pour tout x dans X et y� dans Y �+

hu(x); y�i � hT (x); y�i

et par conséquent

�hu(x); y�i � hT (�x); y�i :
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Ce qui implique que

jhu(x); y�ij � sup fhT (x); y�i ; hT (�x); y�ig

� sup fjhT (x); y�ij ; jhT (�x); y�ijg

� jhT (x); y�ij+ jhT (�x); y�ij

et d�après (3.9) on aura

jhu (x) ; y�ij � 2dp(T ) kxk (
Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�(y��))

1
p� : (3.13)

Ce qui entraine

ku�(y�)k � 2dp(T )(
Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�(y��))

1
p� : (3.14)

Ainsi l�opérateur u� est positivement p��sommant et �+ (u�) � 2dp(T ). �

Remarque III.6.2

Si y� est négatif on a aussi l�inégalité (3.14). On ignore si u est fortement p�sommant.

On continue par étudier l�inverse de la proposition précédente.

Théorème III.6.3

Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach complètement réti-

culé. Soit T un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y . Supposons qu�il existe une

constante positive �nie C > 0, un ensemble I, un ultra�ltre U sur I et fuigi2I � rT

tels que pour tout x dans X,

jhui (x) ; y�ij �!
U
jhT (x) ; y�ij (3.15)

et dp(ui) � C uniformément . Alors,

T 2 Dp(X; Y ) et dp(T ) � C.
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Preuve

Pour tout i 2 I prenons ui fortement p�sommant, d�après le théorème III.5.6 il existe �i
une mesure de probabilité Radon sur BY �� telle que pour tout x 2 X, on a

jhui (x) ; y�ij � dp(ui) kxk (
Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�i(y

��))
1
p� : (3.16)

Comme on a pour tout x dans X et y� 2 Y �,

jhui (x) ; y�ij �!
U
jhT (x) ; y�ij

on obtient que pour tout x dans X et y� 2 Y �,

jhT (x) ; y�ij � lim
U
dp(ui) kxk (

Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�i(y

��))
1
p� :

La boule d�unité BY �� est faiblement compacte, d�où �i converge faiblement vers une

probabilité � sur BY ��. Par conséquent

jhT (x) ; y�ij � C kxk (
Z
BY ��

jy�(y��)jp
�
d�(y��))

1
p�

pour tout x dans X et y� 2 Y �. Ce qui implique que dp(T ) � C. �
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Chapitre 4

Les opérateurs sous-linéaires

fortement lp�sommants

non-commutatifs
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4.1 Introduction

Dans la théorie récente des espaces d�opérateurs (où les espaces de Banach non-

commutatifs) développée par [Ble92a] [Ble92b] [BP91] [ER88] [ER91] [ER93] [Pis96]

[Rua88] et [Pis98], opérateur borné a été remplacé par opérateur complètement borné,

isomorphe par complètement isomorphe et espace de Banach par espace d�opérateurs(

ou encore espaces de Banach quantiques). Précisément, on regarde dans cette nouvelle

catégorie d�espaces tout espace de Banach comme étant un sous espace fermé de B(H)

pour un certain espace de Hilbert H (B(H) est l�espace de Banach de tous les opérateurs

bornés de H dans lui même muni de la norme forte) qui est non-commutatif, au lieu de

le voir comme un sous espace d�un C (K) (l�espace de toutes les fonctions continues sur

le compact K) qui est commutatif. La caractérisation abstraite donnée par Ruan dans

[Rua88] a signé la date de naissance de cette théorie. Dans [Pis96], Pisier a construit

l�espace de Hilbert d�opérateurs OH (i.e., l�unique espace véri�ant OH? = OH complè-

tement isométriquement comme dans le cas des espaces de Banach classiques parce qu�

il existe beaucoup d�espaces de Hilbert dans cette nouvelle catégorie qui sont in�niment

loin l�un de l�autre, en d�autres termes il n�existe pas d�isomorphie complète entre eux)

et a généralisé dans [Pis98] (aussi Junge) la notion d�opérateurs p�sommants au cas

non-commutatif.

Dans ce chapitre on va généraliser la notion d�opérateurs sous-linéaires p-sommants

aux opérateurs sous-linéaires lp�sommants (i.e., généralisé cette notion au cas non-

commutatif). Ainsi le théorème de domination de Pietsch aux opérateurs sous-linéaires

lp�sommants cas non commutatif.

Et comme un deuxième résultat de ce chapitre. On généralisera la notion d�opérateurs

sous-linéaires fortement p�sommants au cas non commutatif. On donnera le théorème

de domination de Pietsch pour les opérateurs sous-linéaires fortement lp�sommants cas

non commutatif.
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4.2 Espace des opérateurs

Dans cette section on va rappeler quelques notations, dé�nitions et propriétés concer-

nant les espace d�opérateurs.

Notation

Soit H un espace de Hilbert et X � B (H) un sous espace fermé. Pour tout n � 1,

on note par Mn (X) = Mn 
 X l�espace des matrices carrées (xij)1�i;j�n avec xij 2 X

équipé de la norme induite par l�espaceMn (B (H)) = B (l
n
2 (H)) = B (l

n
2 
2 H) (ln2 
2H

est l�espace de Hilbert produit tensoriel de ln2 par H).

Dé�nition IV.2.1

Un espace d�opérateurs X est un sous espace fermé d�un B (H) pour un espace de Hilbert

H.

Dé�nition IV.2.2

Soit X un espace vectoriel. Si pour tout n 2 N , il existe une norme k:kn sur Mn (X), la

suite des normes fk:kngn�1 est appelée une L1�structure matricielle sur X si

(a) kaxbkn � kakMn(C) kxkn kbkMn(C)

(b) kx� ykn+m =


0@ x 0

0 y

1A
n+m

= max fkxkn ; kykmg

pour tout a; b dans Mn (C) = B (ln2 ), x 2Mn (X) et y 2Mm (X) :

Remarque IV.2.3

Un espace d�opérateur qui est un Banach réticulé (resp. Banach complètement réticulé)

est dit un espace Banach réticulé quantique (resp. Banach complètement réticulé quan-

tique).
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On dira que X est L1-matriciellement normé s�il est équipé d�une L1�structure

matricielle (qu�on suppose complète). Ruan a montré dans[Rua88] puis simpli�é (avec

E¤ros) dans [ER93] un important théorème qui est la caractérisation matricielle des

espaces d�opérateurs. Ce théorème est le suivant : Pour toute L1�structure matricielle

sur un espace vectoriel X, il existe un espace de Hilbert H et un plongement isométrique

de X dans B (H) tel que pour tout n � 1, la norme k:knsur Mn (X) coïncide avec la

norme induite par l�espace B (ln2 (H)). En d�autres termes, il a donné une caractérisation

abstraite des espaces d�opérateurs.

Dé�nition IV.2.4

Soient H;K des espaces de Hilbert. Soit X � B(H) et Y � B (K) deux espaces d�opé-

rateurs. Une application linéaire u : X �! Y est complètement bornée (en abrégé c.b) si

les applications

un : Mn (X) �! Mn (Y )

(xij)1�i;j�n 7�! (u(xij))1�i;j�n

sont uniformément bornées quand n �! +1, i.e., sup
n�1

kunk < +1:

Dans ce cas on pose,

kukcb = sup
n�1

kunk (4.1)

et on dénote par cb (X; Y ) l�espace de Banach de toutes les applications complète-

ment bornées de X dans Y qui est lui aussi un espace d�opérateurs (Mn(cb (X; Y )) =

cb (X;Mn (Y )), voir [BP91] et [ER91]. On dénote aussi par X 
min Y le sous espace de

B (H 
2 K) muni de la norme induite. On a

kuk � kukcb : (4.2)

Soit H un espace de Hilbert. On dénote par Sp (H) (1 � p <1) l�espace de Banach de

tous les opérateurs compacts u : H �! H tel que Tr(jujp) <1; muni de la norme
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kukSp(H) = (Tr(juj
p))

1
p :

Si H = l2 (resp. ln2 ), on dénote simplement Sp (l2) par Sp (resp. Sp (l
n
2 ) par S

n
p ). On dénote

aussi par S1 (H) (resp. S1) l�espace de Banach de tous les opérateurs compacts muni

de la norme induite par B(H) (resp. B(l2)) (Sn1 = B(ln2 )). Rappelons que si
1
p
= 1

q
+ 1

r

(1 � p; q; r <1), alors

u 2 BSp(H) ssi il existe u1 2 BSq(H); u2 2 BSr(H) tels que u = u1u2

où BSp(H) est la boule unité fermée de Sp (H) :

Avant de continuer notre travail on mentionnera quelques propriétés concernant les opé-

rateurs complètement bornés. On rappelle que OH est homogène, en d�autres termes,

tout opérateur linéaire borné u : OH �! OH est c:b. et

kuk = kukcb : (4.3)

Notons aussi que S2 est complètement isométrique à OH � OH: On dénote par OHn
la version n�dimensionnelle de l�espace de Hilbert d�opérateurs OH: Si maintenant SN2
(N 2 N) est muni de la structure d�espace d�opérateurs de OHN2, alors pour tout opéra-

teur linéaire T : SN2 �! OHN on a par homogénéité de OH

kTk = kTkcb : (4.4)
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Remarque IV.2.5

Nous rappelons que l�existence de OH est dû à [Pis96] où il a¢ rme que pour tout en-

semble I, il existe un espace de Hilbert H (séparable si I est dénombrable) et un espace

d�opérateurs OH (I) inclus dans B (H) tels que

(i) OH (I) est isométrique à l2 (I) comme espace de Banach,

(ii) L�identi�cation canonique entre OH (I) et OH (I)? (correspondant à l�identi�cation

canonique entre l2 (I) et l2 (I)
?) est une isométrie complète.

En outre, l�espace OH (I) est l�unique espace d�opérateurs (à une isométrie complète

près) possédant les propriétés (i) et (ii). De plus, on a :

(iii) Soit (�i)i2I une base orthonormale quelconque de OH (I). Alors pour tout espace

de Hilbert K et toute suite �nie (ai) dans B (K), on a

X
i2I
�i 
 ai


B(H
K)

=

X
i2I
ai 
 ai


1
2

B(K
K)

. (4.5)

On termine par noter OH l�espace OH (N) et OHn l�espace OH (I) pour I = f1; 2; :::; ng.

Dans la catégorie des espaces de Banach classiques l�analogue du théorème précédent est

le suivant :

Si X est un espace de Banach pour qui, il existe une injection linéaire bornée v : X �! l2

telle que l�application v?v : X �! X? est une isométrie injective, alors X est isométrique

à un espace de Hilbert (et donc v est alors une isométrie). Notons qu�un opérateur linéaire

borné j : X �! X? est �positif� i.e.,

8x 2 X j (x) (x) � 0

si est seulement si, il existe un espace de Hilbert H et un opérateur linéaire borné v :

X �! H tel que j = v?v.

Finalement nous rappellerons la dernière propriété de cette introduction. Soit Y un espace

d�opérateurs tel que Y � A (A une C��algèbre commutative) � B(H). Soit X un espace

d�opérateurs arbitraire. Alors, pour tout opérateur linéaire borné u : X �! Y , on a
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kuk = kukcb : (4.6)

Soit maintenant X un espace d�opérateurs. Comme d�habitude on note par lp (X) (resp.

lnp (X)) l�espace des suites fx1; :::; xn; :::g (resp. des suites �nies fx1; :::; xng) dans X muni

de la norme (
1P
n=1

kxnkp)
1
p (resp. (

nP
i=1

kxikp)
1
p ) qui devient un espace d�opérateurs. Soit

Sp [X] (pour plus de détails voir [Pis98] (resp. Snp [X]) le sous espace de M1 (X) (resp.

Mn (X)) muni de la norme

kukSp[X] = inff
u=avb

kakS2p kvkM1(X)
kbk

S2p
g

(resp: kukSnp [X] = inff
u=avb

kakSn2p kvkMn(X)
kbk

Sn2p

g)

où

M1 (X) =

�
u = (uij)1�i;j�1 : 8n � 1;

(uij)1�i;j�n
Mn(X)

� K
�

et

(uij)1�i;j�1
M1(X)

= infK (4.7)

qui est un sous espace de B(l2
2H). Nous conseillons aux lecteurs intéressés de consulter

la thèse de L. Mezrag [Mez03].
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4.3 Opérateurs lp-sommants cas non-commutatif

Nous allons commencer en premier lieu par donner la dé�nition suivante qui est une

généralisation aux opérateurs sous-linéaires cas non commutatif. Cette dé�nition a été

introduite au cas linéaire par M. Junge dans [Jun96].

Dé�nition IV.3.1

Soit H un espace de Hilbert et X � B (H) un espace d�opérateurs. Soit T : X �! Y un

opérateur sous-linéaire de X dans Y un espace de Banach réticulé quantique. On dira

que T est lp�sommant (1 � p <1) s�il existe une constante positive C telle que pour

tout n dans N et toute suite �nie fxig1�i�n dans X, on a

(
nX
i=1

kT (xi)kp)
1
p � C sup

a;b2B+S2p

(
nX
i=1

kaxibkpSp(H))
1
p : (4.8)

on note par �lp (T ) la plus petite constante C véri�ant l�inégalité (4.8) et par �lp (X;Y )

l�ensemble des opérateurs sous-linéaires lp-sommants muni de la norme �lp (:). On pourra

montrer que

sup
a;b2B+

S2p(H)

(
1P
n=1

kaxibkpSp(H))
1
p = kfxigklnp
minX nP

i=1

ei 
 xi

cb(lnq ;X)

= kukcb
(4.9)

où u : lnq �! X tel que u(ei) = xi:

Où q est le conjugué de p (i.e., 1
p
+ 1

q
= 1) et feig1�i�n la base canonique de lnq :

D�après (4.9), la dé�nition IV.3.1 est équivalente à :

Pour tout n dans N, fxig1�i�n dans X et u dans cb(lnq ; X) tel que u(ei) = xi, on a
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(
nX
i=1

kTu (ei)kp)
1
p � C kukcb : (4.10)

Proposition IV.3.2

Soient E;X des espaces d�opérateurs et soient Y; F des espaces de Banach réticulés

quantiques. Soit le diagramme

lnq
u�! E

v�! X
T�! Y

w�! F

tel que v est un opérateur linéaire complètement borné, T est lp-sommant et w est un

opérateur linéaire positif et borné. Alors,

�lp (wTv) � kwk �lp (T ) kvkcb :

Preuve

L�opérateur wTvu est sous-linéaire d�après la Proposition I.4.2.

On a �
nP
i=1

kwTvu(ei)kp
� 1

p

� kwk
nP
i=1

(kTvu(ei)kp)
1
p :

Et donc

nP
i=1

(kTvu(ei)kp)
1
p � �lp (T )

nP
i=1

(kvu(ei)kp)
1
p

d�après (4.10) = �lp (T ) kvukcb
= �lp (T ) kvkcb kukcb :

On en déduit que �
nP
i=1

kwTvu(ei)kp
� 1

p

� kwk �lp (T ) kvkcb kukcb
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par conséquent

wTv 2 �lp (X; Y )

et

�lp(wTv) � kwk �lp (T ) kvkcb :

Ce qui termine la démonstration. �

Proposition IV.3.3

Soit X un espace d�opérateurs et soit Y un espace de Banach réticulé quantique. Consi-

dérons T dans �p (X; Y ) : Alors, T 2 �lp (X; Y ) et

�lp (T ) � �p (T ) :

Preuve

L�opérateur T 2 �p (X;Y ) et �p (T ) � C.

Pour tout n dans N et tout v : lnp� �! X, tel que v (ei) = xi on a

 
nX
1

kTv (ei)kp
! 1

p

� C kvk :

On a aussi d�après (4.2) que kvk � kvkcb. D�où pour tout n 2 N et fx1; :::; xng dans X

on a v est dans cb(lnq ; X) et aussi d�après (4.10) on a

(

nX
i=1

kTv (ei)kp)
1
p � C kvkcb :

Donc T 2 �lp (X; Y ) et

�lp (T ) � �p (T ) :
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Ce qui termine la démonstration. �

Remarque IV.3.4

Soit X � A (A une C��algèbre commutative) � B(H) un espace d�opérateurs et soit Y

un espace d�opérateurs quelconque. Alors, d�après (4.6) et (4.10) on a

�lp (X; Y ) = �p (X; Y ) :

Le théorème suivant est l�extension du théorème de factorisation de Pietsch pour les

opérateurs sous-linéaires lp-sommants. C�est une adaptation d�une idée de Pisier, voir

[Pis98]. Nous aurons besoin de la proposition suivante pour la factorisation proprement

dite.

Proposition IV.3.5

Soient X;Y et Z trois espaces de Banach dont Y Banach réticulé, C une constante

positive et T un opérateur sous-linéaire continu de X dans Y . Soit v : X �! Z un

opérateur linéaire injectif tel que

kT (x)k � C kv(x)k:

Alors, il existe eT : v(X) �! Y sous-linéaire continu tel que

T = ~Tov

et  ~T � C:
Preuve

On pose

~T (z) = T (v�1(z)):
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Cette application est bien dé�nie de v (X) dans Z d�après l�injectivité de v, eT et est

sous-linéaire par dé�nition. La continuité est immédiate par hypothèse puis on prolonge

par continuité à v(X). �

Théorème IV.3.6

Soient X � B(H) un espace d�opérateurs et Y un espace de Banach réticulé quantique.

Soit T : X �! Y un opérateur sous-linéaire. Soit C une constante positive et 1 � p <1.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) L�opérateur T est lp�sommant et �lp (T ) � C:

(b) Il existe un ensemble I, deux familles a�; b� dans B+S2pet un ultra�ltre U sur I tels

que

8x 2 X; kT (x)k � Clim
U
ka�xb�kSp(H) : (4.11)

(c) T se factorise de la forme T = ~T (M=E1)i et
 ~T � C

X
T�! Y

i # " ~T

E1
M=E1�! Ep

\ \

B̂(H)
M�! Ŝp (H)

où

i(x) = fx�g�2I avec x� = x, 8� 2 I, E1 = i(X) qui est un sous espace fermé de B̂(H)

et kikcb = 1.

L�espace B̂(H) = (B�(H))=U avec B�(H) = B(H), 8� 2 I.
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L�opérateur M est l�opérateur associé à fM�g�2I où M� : B(H) �! Sp (H) est dé�ni

par M� (x) = a�xb� et �lp (M) � 1.

L�espace Ŝp(H) = (S�(H))=U avec S�(H) = Sp(H), 8� 2 I et Ep = M (E1) qui est un

sous espace fermé de Ŝp(H):

Les espaces B̂(H) and Ŝp(H) sont des espaces d�opérateurs.

Preuve

(a)=)(b). Soit S =
�
(a; b) 2 BS2p(H) �BS2p(H) ; a; b � 0

	
et C ={des fonctions réelles

dé�nies sur S de la forme

ffxig1�i�n
(a; b) = Cp

nP
i=1

kaxibkp �
nP
i=1

kT (xi)kp}.

C est un cône convexe. En e¤et, soit � � 08><>:
�ffxig1�i�n = f�

�
1
p xi

�
1�i�n

ffxig1�i�n + ffyjg1�j�m = ffzkg1�k�n+m

où

fzkg1�k�n+m = fx1; :::; xn; y1; :::; ymg.

Par hypothèse on a

sup
(a;b)2S

ffxig1�i�n
(a; b) = Cp sup

(a;b)2S

nX
i=1

kaxibkp �
nX
i=1

kT (xi)kp � 0

et ceci pour toute f dans le cône convexe ouvert C qui est dans l1(S) qui est égale

à C(bS) où Ŝ est le compacti�é de Stone C¼ech de S. Soit F le sous ensemble de C(bS)
tel que sup

(a;b)2S
ffxig1�i�n

(a; b) < 0: D�après le théorème de Hahn-Banach, il existe � une

probabilité sur Ŝ telle que � (f) � 0. Donc il existe un ensemble I, un ultra�ltre U sur I

et une famille des probabilités f��g�2I des supports �nis sur S telles que

�� �! �
�(l?1(S);l1(S))
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et

8f 2 C;
Z
Ŝ

f (a; b) d� (a; b) = lim
U

Z
Ŝ

f (a; b) d�� (a; b) � 0:

En particulier si

f (a; b) = Cp kaxbkp � kT (x)kp

on aura

lim
U

Z
Ŝ

f (a; b) d�� (a; b) = C
p lim
U

Z
Ŝ

(kaxbkpSp(H) � kT (x)k
p)d�� (s) � 0

(�� =
n�P
j=1

��j�
�
a�j ; b�j

�
avec

n�P
j=1

��j = 1 et ��j � 0).

D�après le Lemme1.14 [Pis98] on a

kT (x)kp � Cp lim
U

n�P
j=1

��j
a�jxb�jpSp(H) (a�j ; b�j � 0)

� Cp lim
U

( n�Pj=1��ja2p�j) 12p :x:( n�Pj=1��jb2p�j) 12p

p

Sp(H)

� Cp lim
U

ka�xb�kpSp(H) .

(b)=)(c)

X
T�! Y

i # " ~T

E1
M=E1�! Ep

\ \

B̂(H)
M�! Ŝp (H)
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kT (x)k � C lim
U

ka�xb�kSp(H) = C kM=E1 � i (x)kEp , donc d�après la proposition IV.3.5

il existe ~T : Ep �! Y tel que
 ~T � C, T (x) = ~T � (M=E1) � i (x) et �lp (M=E1) � 1:

(c)=)(a). Elle est évidente et ceci complète la démonstration. �

Lemme IV.3.7 ([Mez02])

Soit X � B(H) un espace d�opérateurs: Considérons a; b 2 B+S2p et 1 � p � q < 1:

Alors,

8x 2 X; kaxbkSp(H) �
a pq xb pq 

Sq(H)
.

Preuve

Soit x dans X et considérons a; b dans B+S2p . On a

kaxbkSp(H) =
a1� p

q a
p
q xb

p
q b1�

p
q


Sp(H)

�
a1� p

q


S 2pq
q�p

a pq xb pq b1� p
q


S 2pq
q�p

�
a1� p

q


S 2pq
q�p

a pq xb pq 
Sq(H)

b1� p
q

1� p
q

S 2pq
q�p

�
a pq xb pq 

Sq(H)
(car

a1� p
q


S 2pq
q�p

= kak
q�p
q

S2p
� 1)

X
M(a;b)�! Sp(H)

M(a
p
q ; b

p
q )& %M(a1�

p
q ; b1�

p
q )

Sq(H)

et ceci illustre que le diagramme est commutatif. �

Proposition IV.3.8

Soient 1 � p � q < 1. Soit X � B(H) un espace d�opérateurs et Y un quantum

espace Banach. Soit T : X �! Y un opérateur sous-linéaire lp-sommant. Alors, T est

lq-sommant et �lq (T ) � �lp (T ) :
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Preuve

kT (x)k � �lp (T ) lim
U
ka�xb�kSp(H)

� �lp (T ) lim
U

a pq�xb pq�
Sq(H)

(d�après le lemme IV.3.7)

où a
p
q
� ; b

p
q
� sont dans B+S2q et on obtient la comparaison. �

4.4 Opérateurs fortement lp�sommants cas non com-

mutatifs.

Dans ce paragraphe, On généralisera la classe des opérateurs sous-linéaires fortement

lp�sommants dé�nie dans le précédent chapitre au cas non commutatif. On donne le

théorème de domination. On utilisant le théorème de Hahn-Banach contrairement au cas

commutatif où on a utilisé le lemme de Ky Fan.

Dé�nition IV.4.1

Soient X un espace de Banach, Y un Banach réticulé quantique. Un opérateur sous-

linéaire T : X �! Y est fortement lp�sommant ( 1 < p <1), s�il existe une constante

positive C telle que 8n 2 N; x1; :::; xn 2 X et y�1; y
�
2; :::; y

�
n 2 Y �, on a

k(hT (xi); y�i i)kln1 � C(
nP
i=1

k(xi)kpX)
1
p sup
a;b2B+S2p�

k(ay�i b)kln
p�(Sp� (K�))

: (4.12)

Où K� est un espace de Hilbert tel que Y � � B(K�), car d�après [Ble92b] est un espace

d�opérateur et d�après [Rua88] il existe K� tel que Y � � B(K�).

La classe de tous les opérateurs sous-linéaires fortement lp�sommants de X dans Y , est

noté par Dlp(X; Y ): On note par dlp(T ) la petite constante C véri�ant l�inégalité (4.12).

Remarque IV.4.2
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Considérons T 2 SL(X; Y ). L�opérateur sous-linéaire T est fortement lp�sommant si et

seulement si, pour tout n 2 N et tout v 2 B(lnp� ; Y �) (v(ei) = y�i ou v =
nP
i=1

ei 
 y�i ), on a

d�après (4.10)
nX
i=1

jhT (xi) ; v(ei)ij � C(
nP
i=1

k(xi)kpX)
1
p kvkcb : (4.13)

Pour p = 1, on a Dl1(X; Y ) = SB(X; Y ).

Comme conséquence Dp(X;Y ) � Dlp(X; Y ) et dlp(T ) � dp(T ):

Proposition IV.4.4

Soit X un espace de Banach et Y; Z sont deux espaces de Banach réticulés quantiques.

Soient T 2 SB(X; Y ), R un opérateur linéaire positif dans B (Y; Z) et S 2 B (E;X).

(a) Si T est un opérateur sous-linéaire fortement lp�sommant, alors ; R � T est un

opérateur sous-linéaire fortement lp�sommant et dlp(R � T ) � kRk dlp(T ).

(b) Si T est un opérateur sous-linéaire fortement lp�sommant, alors ; T � S est un

opérateur sous-linéaire fortement lp�sommant et dlp(T � S) � kSk dlp(T ).

Preuve

(a). Soient n 2 N, x1; :::; xn 2 X et z�1 ; :::; z
�
n 2 Z�. Il su¢ t d�utiliser (4.13) pour démon-

trer que
nX
i=1

jhR � T (xi) ; z�i ij � kRk dp(T )(
nX
i=1

kxikpX)
1
p kvkcb

où v : Z �! lnp� tel que v(z) =
nP
i=1

z�i (z)ei. On a

nP
i=1

jhR � T (xi) ; z�i ij =
nP
i=1

jhT (xi) ; R�(z�i )ij

� dp(T )(
nP
i=1

kxikp)
1
p kwk

où
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w(y) =
nP
i=1

hR�(z�i ); yi ei

=
nP
i=1

hz�i ; R(y)i ei

= kR(y)k
nP
i=1

D
z�i ;

R(y)
kR(y)k

E
ei:

Ce qui implique que

kwk � kRk sup
z2BZ

(z�i (z))1�i�nln
p�

� kRk kvkcb.

(b) Soit n 2 N, e1; :::; en 2 E et y�1; :::; y�n 2 Y �. On a
nP
i=1

jhT � S (ei) ; y�i ij

=
nP
i=1

jhT (S (ei)) ; y�i ij

� dp(T )(
nP
i=1

k(S (ei))kpX)
1
p kvk (v(y) =

nP
i=1

y�i (y)ei)

� dp(T ) kSk (
nP
i=1

keikpE)
1
p kvkcb :

Donc d
lp
(T � S) � kSk d

lp
(T ) ce qui termine la démonstration. �

On va maintenant présenter le résultat principal de ce chapitre qu�est le théorème de

domination concernant la classe des opérateurs sous-linéaires fortement lp�sommants.

Théorème IV.4.5

Soit X un espace de Banach et Y un Banach réticulé quantique. Soit un opérateur T

2 SB (X; Y ), T est fortement lp�sommant ( 1 < p <1) s�il existe un ensemble I deux

familles a�; b� dans B+S2p et un ultra�ltre U dans I tels que pour tout x 2 X, on a

jhT (x) ; y�ij � d
lp
(T ) kxk lim

U
ka�y�b�kSp(K�) : (4.14)

L�inverse. S�il existe une constante positive C, un ensemble I et une a�; b� dans B+S2p et

un ultra�ltre U dans I tel que pour tout x 2 X on a

jhT (x) ; y�ij � C kxk lim
U
ka�y�b�kSp(K�) (4.15)
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alors T 2 Dlp(X;Y ) et dlp(T ) � C.

Dans ce cas

d
lp
(T ) = inf fC > 0 : toute C véri�ant l�inégalité (4.15)g.

Preuve

On démontre la première implication. Soit S =
�
(a; b) 2 BS2p� (H) �BS2p� (H) : a; b � 0

	
et K l�ensemble des fonctions dans S à valeurs dans R de la forme

f((xi);(y�i ))
(a; b) =

nP
i=1

(dlp (T ) (
1
p
kxkp + 1

p� kay
�
i bk

p�

Sp� (K�))� jhT (xi) ; y
�
i ij) (4.16)

où (xi)1�i�n � X; et (y�i )1�i�n � Y �.

L�ensemble K est un cône convexe. En e¤et. Soient f1; f2 dans K et � � 0 tels que

f1((x0i);(y0�i ))
(a; b) =

kP
i=1

(
dlp
p
kx0ik

p +
dlp
p� kay

0�
i bk

p�

Sp� (K�) � jhT (x
0
i) ; y

0�
i ij)

et

f2((x00ji );(y00�i ))
(a; b) =

lP
i=1

(
dlp
p
kx00i k

p +
dlp
p� kay

00�
i bk

p�

Sp� (K�) � jhT (x
00
i ) ; y

00�
i ij):

Il s�en suit (car T est positivement homogène)

�f1((x0i);(y0�i ))
(a; b)

=
kP
i=1

�
kP
i=1

(
dlp
p
kx0ik

p +
dlp
p� kay

0�
i bk

p�

Sp� (K�) � jhT (x
0
i) ; y

0�
i ij)

=
kP
i=1

(dlp (T ) (
1
p

� 1
px0i

p + 1
p�

a� 1
p� y0�i b

p�
Sp� (K�)

)�
���DT �� 1

px0i

�
; �

1
p� y�i

E���)
= f��

�
1
p x0i

�
;

�
�
1
p� y0�i

��(a; b)
et �nalement on a
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f1 + f2 =
nP
i=1

(dlp (T ) (
1
p
kxkp + 1

p� kay
�
i bk

p�

Sp� (K�))� jhT (xi) ; y
�
i ij)

avec n = k + l,

xi =

8<: x0i si 1 � i � k;

x00i si k + 1 � i � n

et

y�i =

8<: y0�i si 1 � i � k;

y00�i si k + 1 � i � n:

En utilisant l�identité élémentaire suivante

8�; � 2 R�+ �� = inf
�>0

�
1

p

��
�

�p
+
1

p�
(��)p

�
�
: (4.17)

on aura
sup
(a;b)2S

f((xi);(y�i ))
(a; b)

= sup
(a;b)2S

nP
i=1

(dlp (T ) (
1
p
kxkp + 1

p� kay
�
i bk

p�

Sp� (K�))� jhT (xi) ; y
�
i ij)

=
dlp (T )

p

nP
i=1

kxkp + dlp (T )

p� sup
(a;b)2S

kay�i bk
p�

Sp� (K�) � jhT (xi) ; y
�
i ij

� dlp (T )

�
nP
i=1

kxikp
� 1

p

sup
(a;b)2S

�
nP
i=1

kay�i bk
p�

Sp� (K�)

� 1
p�

� jhT (xi) ; y�i ij

� 0 (d�après l�hypothèse voir (4.12))
et ça pour tout f dans le cône convexe K. Soit C l�ensemble ouvert de l1(S) tel que

sup
(a;b)2S

f((xi);(y�i ))
(a; b) < 0. L�ensemble K et C sont disjoints dans l1(S) qui est isomorphi-

quement isométrique à C(bS) l�espace des fonctions continues sur bS (bS est le compacti�é
de Stone C¼ech de S) à valeurs réelles. d�après le théorème de Hahn-Banach il existe une

probabilité de mesure � dans bS tel que �(f) � 0 pour tout f dans K. Par conséquent,

il existe un ensemble I, un ultra�ltre U sur I et une famille f��g�2I des mesures de

probabilités de supports �nis dans S telles que
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�� �! �

� (l�1(S); l1(S))

et

8f 2 K,
R
Ŝ
f (a; b) d� (a; b) = lim

U

R
S
f (a; b) d�� (a; b) � 0.

Particulièrement si en prend

f((x);(y�))(a; b) =
dlp (T )

p
kxkp + dlp (T )

p� kay�i bk
p�

Sp� (K�) � jhT (xi) ; y
�
i ij

on a

lim
U

R
S
f (a; b) d�� (a; b) =

dlp (T )

p
kxkp + dlp (T )

p� lim
U
kay�i bk

p�

Sp� (K�) � jhT (xi) ; y
�
i ij � 0

(�� =
n�P
k=1

��k� (a�k ; b�k) avec
n�P
k=1

��k = 1 et ��k � 0).

Toujours d�après le Lemme1.14 [Pis98], on a

jhT (x) ; y�ij � dlp (T )

p
kxkp + dlp (T )

p� lim
U

n�P
k=1

��k ka�ky�b�kk
p�

Sp(K�) (a�k ; b�k � 0)

� dlp (T )

p
kxkp + dlp (T )

p� lim
U

( n�Pk=1��ka2p��k ) 1
2p� :y�:(

n�P
j=1

��kb
2p�
�k
)

1
2p�


p�

Sp� (K�)

� dlp (T ) (
1
p
kxkp + 1

p� limU
ka�y�b�kp

�

Sp� (K�)):

Utilisant encore l�identité élémentaire (4.17). Fixons � > 0. Replaçons x par 1
�
x; y� par

�y�i et prenons la borne inférieure pour � > 0, d�après (4.13) on trouve que

jhT (x) ; y�ij =
��
T �1

�
x
�
; �y�

���
�

��
T �1
�

�
; �y�

���
� dlp (T ) (

1
p

x
�

p + 1
p� limU

kai�y�bikp
�

Sp� (K�))

� dlp (T ) (
1
p

�
kxk
�

�p
+ 1

p�

�
�(lim

U
kai�y�bikp

�

Sp� (K�))
1
p�
�p�
)

� dlp (T ) kxk (limU kai�y�bikp
�

Sp� (K�))
1
p� :

Ce qui implique que
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jhT (x) ; y�ij � C kxk lim
U
kai�y�bikp

�

Sp� (K�) :

Pour montrer l�inverse. Soit x 2 X et y�1; :::; y
�
n 2 Y �. On a d�après (4.15) que

jhT (x) ; y�i ij � C kxk limU ka�y�b�kSp(K�)

pour tout 1 � i � n. On a
nP
i=1

jhT (xi) ; y�i ij � C
nP
i=1

(kxik lim
U
ka�y�i b�kSp(K�)

(par Hölder) � C(
nP
i=1

(kxik)p)
1
p (

nP
i=1

lim
U
ka�y�i b�k

p�

Sp(K�))
1
p�

� C(
nP
i=1

(kxik)p)
1
p sup
a;b2B+S2p

�kay�i bkSp(K�)�1�i�n

ln
p�

.

Ce qui implique que T 2 D
lp
(X;Y ) et d

lp
(T ) � C. �

Corollaire IV.4.6

Considérons 1 � p1; p2 < 1 tels que p1 � p2. Si T 2 Dlp2
(X;Y ), alors T 2 D

lp1
(X;Y )

et

d
lp1
(T ) � dlp2 (T ).

Remarque IV.4.7

On a les mêmes relations entre les opérateurs sous-linéaires T et les opérateurs linéaires

u 2 rT qu�au cas commutatif.
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4.5 Conclusion

On récapitule dans cette conclusion toutes les questions ouvertes. Elles seront suivi

de quelques commentaires relatives aux travaux récents.

Question 1

Soient X un espace de Köthe, Y un espace de a Banach complètement réticulé, T un

opérateur sous-linéaire continu de X dans Y . Est-ce que T � est continu ?

Question 2

Soient X un espace de Köthe, Y un espace de a Banach complètement réticulé, T un

opérateur sous-linéaire continu de X dans Y et u un opérateur linéaire positif de Y dans

Z: Est-ce que

(u � T )� = T � � u� ?

Question 3

Soient X un espace de Köthe, Y un espace de a Banach complètement réticulé, T un

opérateur sous-linéaire continu de X dans Y et u un opérateur linéaire de Y dans Z tel

que u� est positif: Est-ce que

(T � u)� = u� � T � ?

Question 4

Soient X; Y deux espaces de Banach réticulés et T : X �! Y un opérateur sous-linéaire

continu. Si

T 2 �+p (X; Y )

alors on a

8u 2 rT , u 2 �+p (X; Y ) :
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Est-ce que l�implication inverse est véri�ée ? Dans le cas général ou bien sous des condi-

tions ?

Question 5

Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach complètement réticulé.

Soit T un opérateur sous-linéaire borné deX dans Y . Supposons qu�il existe une constante

positive �nie C > 0, un ensemble I, un ultra�ltre U sur I et fuigi2I � rT tels que pour

tout x dans X,

jhui (x) ; y�ij �!
U
jhT (x) ; y�ij

et dp(ui) � C uniformément . Alors,

T 2 Dp(X; Y ) et dp(T ) � C.

Est-ce que cette propriété est véri�ée dans le cas général (sans la condition jhui (x) ; y�ij �!
U

jhT (x) ; y�ij) ?
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