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0.1 Introduction

Les applications sous-linéaires ont été un objet mathématique tres étudiées au cours
ces derniéres années et surtout dans le domaine de l'interpolation et des factorisations
sous toutes les formes. Tres récemment Grafakos, Defant, Garcia Cureva et Cie ont donné
un développement importent & cette notion. Dans cette theése, on va s’intéresser aux
opérateurs sous linéaires T' et les opérateurs linéaires < 7T'. On essayera d’introduire, de
comparer et de généraliser des résultats classiques ou universels du linéaires au sous-
linéaires.

Les travaux de cette thése se situent dans le cadre de la géométrie des espaces de
Banach. Il porte sur la sommabilité des opérateurs sous linéaires dans tous ces aspects et
la factorisation de ses mémes opérateurs par les espaces L,. Deux concepts entiérement
liés I'un a 'autre.

Ce travail se divise en quatre parties. Dans la premiére partie, on étudie une ten-
tation de construction d’opérateurs sous-linéaires adjoints. Dans la deuxiéme partie on
étudie quelques factorisations pour les opérateurs sous linéaires & valeurs dans un L,
par L, et quelques problémes relationnels avec les opérateurs linéaires. Puis, on intro-
duira une nouvelle catégorie d’opérateurs. Il s’agit des opérateurs sous-linéaires fortement
p—sommants. On donnera un analogue au théoréeme de domination de Pietsch. La der-

niére partie concerne la généralisation de la précédente partie au cas non commutatif.

Dans le premier chapitre on donnera dans un premier temps un apergu général sur les
espaces Riesz, Banach réticulés et Banach quasi-réticulés. Puis on étudiera les opérateurs
sous-linéaires et quelques propriétés qui s’y ramenent, telle que ’extension du théoréeme de
Hahn-Banach aux opérateurs sous-linéaires. On donnera aussi quelques résultats relatifs
a cette classe d’opérateurs. Dans le second, qui est le premier objectif de la thése, est
d’étudié le probléme qui consiste a définir I'opérateur adjoint d’un opérateur sous-linéaire.
Notre travail concernera que les opérateurs sous-linéaires 7' de X un espace Banach

réticulé concret dans Y un espace de Banach complétement réticulé. Les propriétés qu’on



va annoncer seront proches de celles des opérateurs sous-linéaires.

Les travaux du deuxieéme chapitre se situent dans le cadre du développement de
quelques théoréemes de factorisations dans le cas sous linéaire. Nombreux problémes en
analyse commutatif passent par le principe de factorisations, par exemple les opérateurs
sommants dans toutes ses dimensions. Les études consacrées a ce domaine ont donné lieu
a une littérature riche et vaste qu’on citera au fur et a mesure dans notre travail. Gro-
thendieck a établi dans [Gro56] que tout opérateur linéaire continu d’un espace Lo (S, A)

dans un espace L;(£2, u) admet la factorisation
Loo(S,X) = La(Q, 1) = La(Q. 1)

oll u est un opérateur linéaire continu et 7, I'opérateur de multiplication par une fonction
g € La(2, ).

Dans la méme direction, E. M. Nikishin a montré dans [Nik70] que tout opérateur linéaire
continu d’un espace de Banach X dans un espace Lo(€2, i) ((2, i) espace de probabilité)

admet la factorisation
u Ty
X — Lp(Qa M) - LO(Q»ﬂ)

oll u est un opérateur linéaire continu, 7, I'opérateur de multiplication par une fonction
mesurable g et 0 < p < 1.

Dans sa thése [Mau74], B. Maurey a donné une condition nécessaire et suffisante pour
que lopérateur u : X — L,(Q, 1)((, #) un espace mesuré quelconque) admette la

factorisation
u Ty
X — LCI(QHLL) - LP<Q> :U’)

ol u est un opérateur linéaire continu, 7, 'opérateur linéaire de multiplication par une

fonction g € L.(2, u) et p,q,r tels que 0 < p < g < oo avec ]l) = % + %.



L. Mezrag a supprimé dans [Mez85] I'hypothése d’approximation métrique sur ’espace
X des théoremes de B. Maurey et les a généralisé dans [Mez04] pour les opérateurs de
cotypes finis.

Dans [Pis86] , G. Pisier s’est attaqué a un probléme plus général et a donné des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'un opérateur linéaire borné u : X — L, (€, 1) ((2, 1)
un espace mesuré quelconque) se factorise par Ly (2,7), 0 < r < p < oco. Il a traité
aussi le probléme dual (i.e., la factorisation des opérateurs linéaires de L4(S, \) dans un
espace de Banach Y par L, (S, v), pour 1 < ¢ < s < 00).

Dans [AMO02] D. Achour et L. Mezrag ont généralisé les théorémes de factorisations

des opérateurs linéaires d'un Banach X & valeurs dans L, par L, qui ont été fait par
Pisier [Pis86], aux opérateurs sous-linéaires.
On va traiter dans ce chapitre la généralisation du théoreme de factorisation de Mau-
rey aux cas des opérateurs sous-linéaires. Par une toute autre méthode, A. Defant dans
[Def01] a généralisé ce type de factorisations aux opérateurs homogeénes. Nous vous ré-
férons & [MT04] pour ce résultat. Donc, on étudiera I’équivalence suivante qui est notre
résultat principal.

Soit 0 < p < g < oo. Soit T': X — L,(£2, 1) un opérateur sous-linéaire continu.
Vu € VT, u se factorise par L, (2, u) <= T se factorise par L, (€2, i)

ou VT = {opérateurs linéaires u : X — L,(£2, 1) tels que u < T'}.

Ainsi on établira une condition nécessaire et suffisante pour que ’équivalence citée ci
dessus aura une réponse positive. Autrement dit, nous démontrons que, si u est un opéra-
teur linéaire ¢—convexe pour tout v dans V71" et Cp, (u) (la constante de la ¢—convexité
de u) est uniformément borné, ’équivalence comme mentionnée dans le résumé de ce
chapitre sera vérifiée et ceci sous la supposition que ’ensemble {g, } pour v dans VT est
latticiellement borné. Sans cette condition ’équivalence est fausse. Nous donnerons un
contre exemple pour montrer I'invalidité de cette équivalence. On termine ce chapitre par
une étude du probléme dual i.e., donner des conditions nécessaires et suffisantes de fac-

torisation des opérateurs sous-linéaires continus d’un espace L (€2, ;1) dans un espace de
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Banach complétement réticulé X par L,(€2, ;) avec les mémes conditions sur les nombres

réels p, q.

Le troisieme chapitre sera consacré au théoréeme de domination pour les opérateurs
fortement p—sommant. Pietsch a montré dans [Pie67] que lidentité de I; dans Iy est
2—absolument sommant mais ’opérateur adjoint n’est pas 2—absolument sommant. Pour
cela, le concept des opérateurs linéaires fortement p—sommants (1 < p < o0) a été
introduit par J. S. Cohen [Coh73] comme une caractérisation du conjugué d’un opérateur
linéaire absolument p*—sommant (p* est le conjugué de p, i.e., [% + % = 1). Un opérateur
linéaire u entre deux espaces de Banach X et Y est fortement p—sommant pour (1 <
p < 00) s'il existe une constante positive C' telle que pour tout n € N, z1,...,z, € X et
Yi, .., yr €Y* ona

1
=

19291 [(u(:) ,y7)| < C(KZZS” [EAWE SupyeBy(@ZSn [y ) ).
La petite constante C' qui vérifiant I'inégalité précédente est notée par d,(u), qui est une
norme dans D,(X,Y’) 'espace de tous les opérateurs linéaires fortement p—sommants
entre deux espaces de Banach X et Y. On a D;(X,Y) = B(X,Y), l'espace vectoriel de
tout les opérateurs linéaires bornés de X dans Y.

On va généraliser dans ce chapitre la notion précédente aux opérateurs sous-linéaires
et on donnera un analogue au théoréme de domination de Pietsch pour cette catégorie.
Ce théoréeme est I'un des principaux résultats de ce chapitre. Cohen a déduit le théo-
réeme de domination au cas linéaire simplement & partir de I'opérateur adjoint qui est
p*—sommant. Ce n’est pas le cas pour les opérateurs sous-linéaires car 1’adjoint d’un
opérateur sous-linéaire n’est encore bien dévloppé. On va le démontrer directement en

utilisant le lemme de Ky Fan. On terminera ce chapitre par une étude relationnelle pour

cette notion entre les opérateurs linéaires et les opérateurs sous-linéaires.

Le quatriéme chapitre se situe dans le cadre de la théorie récente des espaces d’opé-

rateurs (ou les espaces de Banach non-commutatifs) développée par [Ble92a] [Ble92b]

[BP91] [ER88] [ER91] [ER93] [Pis96] [Rua88| et [Pis98|, opérateur borné a été remplacé



par opérateur complétement borné, isomorphe par complétement isomorphe et espace de
Banach par espace d’opérateurs ( ou encore espaces de Banach quantiques). Précisément,
on regarde dans cette nouvelle catégorie d’espaces tout espace de Banach comme étant
un sous espace fermé de B(H) pour un certain espace de Hilbert H (B(H) est I’espace
de Banach de tous les opérateurs bornés de H dans lui méme muni de la norme forte)
qui est non-commutatif, au lieu de le voir comme un sous espace d'un C' (K) (I’espace
de toutes les fonctions continues sur le compact K) qui est commutatif. La caractérisa-
tion abstraite donnée par Ruan dans [Rua88| a signé la date de départ de cette théorie.
Dans [Pis96], Pisier a construit ’espace de Hilbert d’opérateurs OH (i.e., I'unique espace
vérifiant OH* = OH complétement isométriquement comme dans le cas des espaces
de Banach classiques parce qu’ il existe beaucoup d’espaces de Hilbert dans cette nou-
velle catégorie qui sont infiniment loin I'un de 'autre, en d’autres termes il n’existe pas
d’isomorphie compléte entre eux) et a généralisé dans [Pis98] (aussi Junge) la notion
d’opérateurs p—sommants au cas non-commutatif.

On va généraliser dans ce chapitre la notion d’opérateurs sous-linéaires p-sommants
aux opérateurs sous-linéaires [,—sommants (i.e., généraliser cette notion au cas non-
commutatif). Ainsi le théoréme de domination de Pietsch aux opérateurs sous-linéaires
l,—sommants cas non commutatif. On termine ce chapitre par un deuxiéme résultat ot
on généralisera la notion d’opérateurs sous-linéaires fortement p—sommants au cas non
commutatif. On donnera aussi le théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs

sous-linéaires fortement l,—sommants cas non commutatif.

On conclut ce travail par récapituler tous les problémes qui s’y raménent a ce travail.

On a voulu aussi pour I'aisance du lecteur rappeler en répétant dans chaque chapitre
les définitions essentielles et cela dans le souci de I'indépendance des chapitres afin de

faciliter la compréhension.



Chapitre 1

Espace de Riesz et opérateurs sous

linéaires



1.1 Espaces de Riesz

Dans cette section on donne quelques définitions, propriétés et notations concernant

les espaces de Riesz. Pour plus de détails voir [Zaa97].

Définition I.1.1
Un espace vectoriel réel X est partiellement ordonné par un ordre partiel noté par < est

un espace vectoriel ordonné (ou espace de Riesz) si
r <y implique z+2<y+z pourtout z € X,

x>0 mplique ax >0 pour tout o dans R...

Notations
Soit X un espace de Riesz.
1- On note par X* = {x € X : 2 >0}. Un élément = de X est positif si x € XT.
L’ensemble X est appelé cone positif de X. Il vérifie les propriétés suivantes :

a)-r € Xt ye Xt implique z +y € X™.

b)-z € X implique ax € Xt pour tout réel a > 0.

c)-x € XT,—zr € X7 implique z = 0.
2- La borne supérieure d'un ensemble & deux éléments est notée par x \V y ou sup{z,y}
et la la borne inférieure d’un ensemble & deux éléments est notée par xAy ou inf{z,y}.
Pour tout * € X on peut écrire 27 = 2V 0; 2= = —2 V0, donc |z| = 2t V (—x) et
x=xz" —xz. On a aussi

a)-0 <zt <|r|et 0 <z <|z| dou —z~ <z~ <z

b)-z < y si et seulement si 2T < yT et 7 >y .

o)z Ayl =0 |z +y| =]z —yl.

d)-[z| V |yl = 5 {lz +yl + |z —yl} et [z Alyl = 3 {lz+yl — |z —yl}.

Définitions 1.1.2
1-a)-Un sous ensemble A de X dit borné pour l'ordre (ou simplement borné) s’il existe

un élément y dans X tel que v < y pour tout x € A et y est alors appelé majorant de



b)-Si A est borné, alors z est appelé la borne supérieure de A ou le supremum de A
st z est une borne supérieure de A et z <y pour tout majorant y de A.

c)-Un espace vectoriel partiellement ordonné X dans lequel toute paire d’éléments a
une borne supérieure est appelé espace vectoriel réticulé ou de Riesz.

d)- On dira qu’un espace vectoriel est complétement réticulé si toute partie non vide
et magorée pour l’ordre, admet un supremum.
2- Soit X wun réticulé avec l’élément zéro 0. Le sous ensemble non vide I dans X est
appelé idéal dans X si

a)zeletyecl=zVyecl.

b)-Soit ye X etz el. Siy<z=vyel.

Exemples 1.1.3
Soit C'(K) I'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur 1’espace topologique com-
pact K. L’espace C(K) est partiellement ordonné par 1'ordre partiel défini par f < g
(f < g siet seulement si f(x) < g(z),Ve € K ) L'espace C(K) est un espace de Riesz.
Soit 4 la mesure de Lebesgue sur R" et M (R", i) 'ensemble des fonctions p-mesurables
réelles dans R™. Nous écrivons f = g, si et seulement si, f et g différent seulement dans
un ensemble de mesure nulle. On peut vérifier facilement que ~ est une relation d’équi-
valence. Soit Ly = Lo(R™, 1) 'ensemble des classes d’équivalences. L’ensemble Lj est un
espace vectoriel réel. Si on définit la classe d’équivalence de la fonction f par [f] on a
donc [f] + [g] = [f + ¢] et [af] = a[f] pour tout réel a. D’ott on peut prendre comme
relation d’ordre [f] < [¢] si f (z) < g (z) Vo € R" sauf sur les ensembles de mesure nulles.

L’espace vectoriel Ly(R"™, ;1) est un espace de Riesz.

Remarque 1.1.4 (Espace de Riesz normé)
Rappelons qu'une norme ||.|| sur un espace de Riesz X est une norme réticulée si Vz,y €
X, |z| < |yl = ||z|| < |lyl| (ce qui implique que pour tout z € X 1'élément x et || ont

la méme norme). Un espace de Riesz équipé d’une norme réticulée est appelé espace de
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Riesz normé. Si la norme est compléte, on dira que X est un espace de Banach réticulé (11

est complétement réticulé s’il est complétement réticulé en tant qu’espace vectoriel). Les

deux inégalités suivantes sont vérifiees ||zT —y~ || < ||z — y|| et |||z] = |y|l] < ||l — y]| .
Exemples 1.1.5

L’espace L1([0.1], ) est un espace de Banach réticulé.

L’espace C (K) est un espace de Banach réticulé. L'espace L, (1 < p < 00) est un un

espace de Banach complétement réticulé.

Théoréme 1.1.6 ([Zaa97])

Le dual d’un espace de Riesz normé est un espace de Banach réticulé.

Nous enchainons dans cette section par introduire quelques préliminaires concernant les

quasi Banach réticulés. Pour plus de détails, le lecteur intéressé peut consulter [MN91].

Proposition 1.1.7 ([LT96])
Le dual X* d’un espace de Banach réticulé X est un espace de Banach complétement

réticulé muni de ['ordre naturel

r; < xh <= (27,z) < (a5, z), VeeX" (1.1)

ot (.,.) indique le crochet de dualité.
Preuve

Nous allons esquisser la démonstration. Nous définissons le cone positif dans X* par
¥ >0 <= x*(x) > 0 pour tout z > 0 dans X.
Dans ce cas, il est facile de vérifier que pour tout x*, y* dans X* et pour tout x > 0,0n a
(2 V ) (2) = sup {a* (u) + 5 (v — ) : 0 < u < 2}
et
(z* ANy*)(x) =inf {z* (v) +y* (x —v): 0 <v<zx}.

11



Pour plus de détails voir [LT96, p. 3]. W

Remarque 1.1.8
Nous désignons par un sous-lattice d’'un espace de Banach réticulé X le sous espace
linéaire £ de X tel que pour tout x,y € E, le sup{z,y} appartient & F. L’injection
isométrique i : X — X** telle que (i(x),2*) = (2*, x) envoie X dans un sous-lattice de
X**. On pourra consulter [LT96] pour plus d’informations. Si on considére X comme un

sous-lattice de X** on a pour xq,x, € X

Ty < xp = (w1,2%) < (22,2%), Va" € X (1.2)

Nous continuons ce paragraphe par introduire quelques notations dont nous aurons besoin

par la suite.

Soit n un entier. Soit X un espace de Banach réticulé et 1 < p < oo. On note par X (I}))

I'espace des suites © = (11, ..., x,) d’éléments de X telles que

" 1
||£C|‘X(lg) = ||(Z |z; [P Pl si1<p<oo (1.3)
1
et
||$||X(lgo) = || Sup ||| sip = oc. (1.4)
1<i<n

L’espace X (I) équipé de 'ordre naturel

12



est un espace de Banach réticulé.
Soit maintenant X un espace de Banach et 1 < p < co. On note par [, (X) (resp. [ (X))

'espace des suites (z;) dans X muni de la norme

@l ) = él% i)

(esp. )y = (52 7))

si p est fini, et on prend le sup si p est infini.

On désigne aussi par [& (X) (resp. [ “ (X)) l'espace des suites (z;) dans X muni de la

norme
00 1
(@)l () = Sup (213 [(zi, )I7)7)
X* . 1
(resp. || (zn)ll o x) = Sup (; (24, ) ") 7).

On sait (voir [DJT95]) que I, (X) = I& (X) pour tout 1 < p < oo, si et seulement
si, dim (X) est finie. Si p = 00, on a Iy (X) = 1< (X). On a aussi si 1 < p < oo,
[ (X) = B(ly-, X) isométriquement et I{ (X) = B (co, X) isométriquement (ot p* est le

1 1
conjugué de p (i.e., — + — = 1). En d’autres termes, soit v : [,» — X un opérateur
p P

linéaire tel que v (e;) = z; (i.e., v =) e; @ x;, (e; ) est la base canonique de [,). Alors,
1

[oll = 1zl x) (1.5)

Soit F un espace de Banach et X est un espace de Banach complétement réticulé. Un
opérateur u € B(FE, X) est dit borné pour 'ordre (voir [Nie73] et [HONS81]) si u (Bx) est

borné pour lordre dans X (Bx est la boule unité de X). Dans ce cas, on pose

On pourra montrer (voir [LJ80] ou [Szu85]) que [ est une norme sur I(F, X ), 'espace de

I (u) =

sup |u (z)|

rEBx

tous les opérateurs bornés pour 'ordre de £ dans X.

13



Siw: X — Y, Y un espace de Banach completement réticulé et w un opérateur positif

(i.e. w(x) > 0, pour tout = dans X ). Alors, wu est borné pour 'ordre.

Proposition 1.1.9

Soit X un espace de Banach réticulé. Soit l'opérateur linéaire v : I — X tel que

vieg)=z; (1<p<). Ona

(v) = H(iﬁi)lgignﬂx(lg) - (1.6)

Preuve

On a d’aprés Krivine [Kri73]

n . L
T =13,

n w1
S P)F =13,

n 1 n
(;’xi‘p)p = Sup{leMci

= sup{|>_Aw (e:)

1

Donc

n 1

(X lif")#

=1

_ v(i R iuiv’*)# _1)

= [sup{lv(@)[ - [l=]| = 13-

sup{

Y

Ce qui termine la démonstration. W

Proposition 1.1.10
Soit K un compact. Soit l'opérateur linéaire v : . — C(K) tel que v (e;) = x; (1 <

p < o0). Alors on a

() = vl

Preuve

On a d’apres (1.5)

14



1

(23, )[")?; € € Bx+}

2 (B))7.t € K)

[ol = sup{(

= sup{(

:
;

= |ty

C(K)

D’ou la proposition. W

Définition I.1.11
Une quasi-norme sur un espace vectoriel réel X est une fonction x — ||z|| de X dans
Rt qui vérifie
(a) ||z]| > 0 pour tout x # 0.
(b) |[tx|| = |t| ||z]| pour tout t € R et z € X.

(¢) 3ACx > 1 telle que ||z +y| < Cx(||z|| + |
La constante Cx est appelée le module de concavité de la quasi-norme ||.|| (si =1 c’est la

yll) pour tout z,y € X.

définition de la norme habituelle).

Définition 1.1.12
Un quasi-Banach réel est un espace vectoriel réel maitrisable et complet dont la topologie
est donnée par une quasi-norme. Si, de plus X est réticulé (resp. complétement réti-
culé) et ||z]] < ||y|| quand |x| < |y|, on dira que X est un quasi-Banach réticulé (resp.
quasi-Banach complétement réticulé). Notons que ceci implique que pour tout = € X les

éléments x et |z| ont la méme quasi-norme. Pour plus de détails voir [Zaa97] et [LT96].

Remarque 1.1.13
Si (¢) est remplacée par (c) ||z +y||” < ||z[|” + |ly||” pour tout x,y € X et pour un p
fixé dans ]0, 1], alors ||.|| est dite une p—norme sur X. Notons que la 1—norme est la
norme usuelle. Un espace de Banach quasi-normé est isomorphe & un espace de Banach
si et seulement si, il est localement convexe. Tout p—normé est un espace quasi-normé
avec C' = 2r 1, Aussi, pour tout quasi- Banach X il existe 0 < p < 1 et une équivalente

p—norme satisfaisant
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2+ yll” < ] + [lyl”

pour tout x,y € X.
Si |||.||| dénote la quasi-norme originale sur X avec la constante C' dans l'inégalité quasi-

1
triangulaire, alors la p—norme (C' = 27 ') peut étre définie comme suit

||| = inf (Z |||xi|||p) n>0, r=) . (1.7)
i=1 =1

Cette assertion est die & Aoki et Rolewicz (voir [KPR84]).

1.2 Espaces de Kothe

Dans cette section on introduit quelques terminologies concernant les (quasi-) Banach
réticulés et les (quasi-) espaces de Kothe. Pour plus de détails, on pourra consulter les
références [Def01], [LT96], [MN91] et [Zaa97].

Définition I.2.1
Un espace (quasi-) Banach réticulé X est contindement ordonné (resp. o— continment
ordonné) si, tout ensemble filtrant décroissant (resp. suite (x;);,o; dans X ) si ?el;xz =

0, (lim|z;|| =0).

7

Proposition 1.2.2 ([LT96, Proposition 1.a.8])
Soit X un espace de Banach réticulé. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
a) L’espace X est o— complétement ordonné et o— Contindment ordonné .
b) Toute suite croissante ordonnée et bornée dans X converge fortement dans X.
c) L’espace X est Contindment ordonné.

d) L’espace X est complétement ordonné et contindment ordonné.

Définition 1.2.3
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Soient (2,5, 1) un espace de mesure complet et o—finie. Un espace (quasi-) Banach
X C Lo(2, %, i, R) formé par les fonctions localement intégrables, est dit espace de (quasi-
) Kothe s’il vérifie les conditions suivantes :

(a) Sil|fl<l|gl w—ppdans Q, avec f € Lo(2, X, u,R) et g € X, Alors, f € X et
111 < llgll-

(b) Il existe 0 <t < o tel que pour tout z,y € X,

(c) Pourtout A€ ¥ avec p(A) < oo les fonctions de caractérisations x 4 de A appar-

1 1
(" + 1yl | < Ul + Iyl

X

tient ¢ X.

Remarque 1.2.4
Dans la condition (b) si ¢ = 1, X est un espace de Kothe. Tout espace de Kothe est
un Banach réticulé pour lordre (f > ¢ si et seulement si f (w) > g (w) p— a.e.). Cet
ordre est o— complétement ordonné. Par exemples les Ly, les espaces Lorentz L, , et les
espaces de Orlicz sur €) sont des espaces de Ksthe. En général C(K) n’est pas un espace

de (quasi) Kothe.
Pour plus d’informations sur les définitions suivantes voir [Def01] .

Définition 1.2.5

Un espace Kithe X est dit o—continiment ordonné si

fmeX: 0< f,\\0 p—ae. alors || fullx \ 0.

Définition 1.2.6
L’espace dual X' d’un espace de Kothe X est l'espace de toutes les fonctions g €
Lo(2, %, u, R) telles que

f.g € Li(Q,2, 1, R).
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L’espace X’ muni de la norme induite par celle de X*

gl = sup [ [ f(w)g(w)du(w)

| x=
est un espace de Kothe. On peut regarder 'espace X’ comme un sous espace fermé de
I'espace X* (X’ est un idéal de X*).
On a aussi, X est 0— continiment ordonné si et seulement si, X' = X*.
On dira que X vérifie la propriété de Fatou si pour z,,,x € X, telsque x,, /"= p—a.e.,
alors ||z, || — [|| -
X' “is a norming” sous espace de X*, si,

lzllx = sup [(", )]
2]l =1

pour tout x dans X.
Apres les définitions précédentes, on peut annoncer la propriété suivante : 'espace X' est

un sous espace “ norming” de X* si et seulement si, X satisfait la propriété de Fatou.

Les théorémes suivants établirent le lien entre les espaces de Banach réticulés abstraits

et les espaces de Banach concrets qui sont les espaces de Kothe.

Théoréme 1.2.7 ([Def01])
Soit X un espace Banach réticulé continiment ordonné a une unité faible. Alors, il existe
un espace de probabilité (0,3, 1), un idéal X de L, (0,2, 1) et une norme latticielle RIS

tels que

(a) L’espace X est isométrique (en respectant l’ordre) ()N(, ||||)~(>
(b) Lespace X est dense dans Li(, 3, 1) et Loo(Q,5, 1) est dense dans X .
(e Al <A, < 1l VS € Loo-

(d) Le dual de lisométrie porté dans (a) est tracer dans le Banach réticulé.

Un espace de Kothe (qui est un espace de Banach réticulé formé par des fonctions

mesurables ) est un espace de Banach réticulé abstrait et d’aprés le théoréme précédent
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un espace de Banach réticulé abstrait (avec une unité faible et continiment ordonnée)
est isomorphe comme un espace de Banach et comme un lattice, & un espace de Kothe.
Ainsi un espace de Banach réticulé abstrait peut étre considéré comme un espace de
Kothe sur un espace de probabilité. Dans la suite et pour simplifier notre travail, on peut
prendre les Banach réticulés comme des classes d’équivalences de fonctions mesurables

et localement intégrables dans (2,3, ) un espace de mesure complet et o—fini.

1.3 Les opérateurs sous-linéaires

Dans cette section on étudiera la classe des opérateurs sous-linéaires qui sont positivement
homogeénes et sous additives en donnant briévement quelques propriétés. Nous référons

a [BMO1] et [MTO04] pour plus de détails.

Définition 1.3.1
Soit T une application d’un espace vectoriel X dans un espace réticulé Y. On dira que

T est sous linéaire si,
(1) VAeR,, VzeX T(\x) = M (x),

(2) Vze X, VyeX Tx+y) < T(x)+T(y).
La somme de deux opérateurs sous-linéaires est un opérateur sous-linéaire et la multipli-

cation par un nombre positif donne aussi un opérateur sous-linéaire.

Exemples 1.3.2
1) Tout opérateur linéaire est un opérateur sous-linéaire.
2) Soit u une application linéaire d’un espace de Banach X dans l'espace Lg(£2, 1) qu’est
'espace des fonctions mesurables sur © ((€2, z) un espace mesuré). On pose T'(x)(w) =
|u(z)(w)|, alors T" est un opérateur sous-linéaire. Plus généralement, soit Y un espace de

Banach. On définit Ly(2, 4, Y) par

Lo(Qp1,Y)={f:Q — Y telle que ||f(w)|y € Lo} .
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Siu: X — Lo(Y).un opérateur linéaire, alors T'(z) = |Ju(z)|ly est un opérateur sous-
linéaire.

3) Soit n € N et u, : X — Lo(Q2, 1) une suite d’opérateurs linéaires. Alors
M(z)(w) = max |u, (z)(w)]

et

sont des opérateurs sous-linéaires.

Soit X un espace vectoriel et Y un espace réticulé. On note par
L(X,Y) = {applications linéaires u: X — Y}
et on dira si X est réticulé, que u est positive si u(x) >0, VYV >0
SL(X,Y) = {applications sous-linéaires T : X — Y }

et on le munit de 'ordre induit par Y
T <Th<— Tl(ZL’) < TQ(I), Vere X (18)
et

SL(X,Y) = {applications sous-linéaires T :X — Y }.

qui est un cone convexe.

Comme conséquence immédiate
u<T<+ —T(—x) <ulr)<T(x), VrelX (1.9)

car
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u<T <= u(x)<T(z), Vo e X,
— u(—x) <T(-x), VzrelX,
— —u(x) <T(-x), VreX,
— u(r) > -T(-x), VreX.

Définition 1.3.3
Soit T € SL(X,Y). On dira que T est symétrique si pour tout x dans X, T(x) = T(—x)

et st X est réticulé, T est croissant si pour tout x,y dans X

r<y=T(x) <T(y).

Remarques 1.3.4
1) Soit T un opérateur sous linéaire symétrique entre espaces réticulés X et Y. Alors,

T > 0 au sens de (1.5). En effet, soit x dans X

A IA
S 3 3
8

IA

[\
=
&

La réciproque est fausse méme si 1" est croissant.

2) On sait aussi que la symétrie n’entraine pas la croissance.

1.4 Propriétés

Nous donnerons dans ce paragraphe quelques propriétés que nous aurons besoin pour

la suite de notre travail.

Proposition 1.4.1
Soient X, Y deux espaces vectoriels dont Y réticulé et T dans SL(X,Y"). Alors,
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VAER, Vo e X, \T'(z) < T(A\z). (1.10)

Preuve
Soit A € R, et x € X.

SiA>0o0na

siA<0,ona

et
TAr—Az) =0<T(=Xz)+T(\x) = —T (- z) < T(\x)
donc, en combinant les deux quantités précédentes on aura
AT (z) < T(\x).
Ce qui termine la démonstration. Wl

Proposition 1.4.2
Sotent X,Y et Z, trois espaces vectoriels dont Y et Z réticulés.
(a) VI'e SL(X,Y) et Yu e L(Y,Z) (positif) = uoT € SL(X, Z).
(b) VYue L(X,Y) et VI € SL(Y,Z) = Tou € SL(X, Z).
(c) VT € SL(X,Y)etVS e SL(Y,Z) (croissant) = SoT € SL(X, Z).
Preuve
Si u est un opérateur linéaire positif, alors u est croissant. (et réciproquement). En effet,

soit u un opérateur linéaire positif; x,y dans X tel que x > y. On a
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r—y>0=ulr—y)>0
puisque
uw(@ —y) = u(x) —uly) = 0= u(x) = u(y).

Donc u est croissant.

(a) Soient =,y dans X. Alors,

wol'(x+y) = w(T(z+y)),
< u(T(x) +T(y)) (car u est positif),

< woT(x) + uoT (y).

Soit \ dans Rt et x dans X

uwol (Ax) = uw(T(Ax)) (AT'(x)),

= MuoT)(x).

Donc
uoT € SL(X, Z).

(b) Soient z,y dans X

Tou(z +y) = T(u(z+y))
= T(u(zr)+u(y))

< Tou(zx) + Tou(y)

Soit \e Rt etz € X

Tou(Ax) = T(Au(x)) = AT ou(x).
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Donc
Tou e SL(X, Z).

(c) Pareil que (b).

Ainsi s’achéve la démonstration. W

Proposition 1.4.3
Soit T un opérateur sous-linéaire d’un espace de Banach X dans un espace de Banach

réticulé Y. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) T continu,

(2) T continu en 0,

(3) Il existe C > 0 telle que Vz € X, ||T(x)|| < C |z .
Dans ce cas, T est borné et on pose

|71l = sup {IT(@)]| - ||, =1} (1.11)

[lzll=1

Preuve
(1) = (2). Evidente.
(2) = (3). Soit T" un opérateur sous-linéaire continu en 0, donc
30> 0:Va(£0) € X, o]l <0 = |T()] < 1.

xZ

Posant y = 7. Alors

]
1Tyl <1

donc

1
T(x)| < —|«
1T < 2 el
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d’ou (3).
(3) = (1) Supposons qu’il existe C' > 0 telle que

Ve e X, |T(z)| < C =
Soit 7o dans X. On a
T(x) = T(x + w0 — x0) < T(x — 20) + T(wo) = T(x) — T(wo) < T — o).
et
T(xo) = T(wo — x + ) < T(zo — 7) + T(x) = T(z0) — T(x) < T — ).

Donc pour tout x dans X on a

T (z) = T(x)] < sup{T(x —x0),T (w0 — )}
< |T(z = zo)| + |T(z0 — )|
d’ou
1T (z) = T(zo)ll| = [IT'(z)—T(zo)
< T(@ = zo)|| + [|T'(20 — @) ||

Donc T est continu. W
On note par
SB(X,Y)={T:X — Y sous-linéaires bornés}

et
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B(X,Y)={u:X — Y linéaires bornés}.

Proposition 1.4.4
Soit T un opérateur sous-linéaire borné entre X un espace de Banach et Y un espace de
Banach réticulé.

(1) Pour tout x dans X, on pose
p(x) = sup{T'(x), T(—x)}.
Alors, ¢ est un opérateur sous-linéaire symétrique. De plus,
Tl <¢ et |l <[T@@)[+ 1T(=2)
(2) Pour tout (a;)!y CR, ona
T(3 o) < 3 foul o).
De plus

<3 loul (@)l

Preuve
(1) Il est claire que ¢ est un opérateur sous-linéaire symétrique, donc d’apres la remarque
[.3.4 ¢ est positif.
Soit x dans X. On a,

[T(x)] = sup{T(x), =T(x)},

< sup{T(2),T(=2)} = p(2).

Concernant 1’égalité des normes on a,

[T ()] < lle(@)]] = llsup {T (), (=)},
< NT @I+ 1T (=)l

+

(2) Pour tout i € {1,...,n}, en écrit a; = af — a; tels que a;,a; € R, dans ce cas, on

a
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Tﬁi ) = T((af —a;)m),

IA
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D’autre part, on a
—T(; ax;) < T ai(—4)) < ; || (),

=1

donc

‘T(iil i)

< ;|0%|90($z>

En prenant la norme des deux cotés, on obtient

HT(ii1 i)

< 2 feal llg(a)l

D’ou la proposition. W

1.5 Extension du théoréme de Hahn-Banach aux opé-
rateurs sous-linéaires

Nous donnons le théoreme de Hahn-Banach généralisé aux opérateurs sous-linéaires.

Nous aurons bien besoin. Pour la démonstration on trouvera une dans [Zaa 97, p. 244].

Théoréme 1.5.1 (théoréme de Hahn-Banach)
Soient XY deux espaces vectoriels dont Y complétement réticulé, T € SL(X,Y) et Xo
un sous-espace vectoriel de X . Soit u dans L(Xy,Y) tel que u < T. Alors, u se prolonge

en un opérateur linéaire u € L(X,Y) tel que u < T.
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Comme corollaire immeédiat.

Corollaire 1.5.2
Soient X,Y deux espaces vectoriels dont Y complétement réticulé. Soit T : X — Y un
opérateur sous-linéaire. Alors,

pour tout x dans X il existe u, € VT tel que

T (x) =u, (x) (ie., T (x) = sup u(x) ). (1.12)

Preuve

Soit x dans X. On pose

U, : Rr — Y

Ar — u, (Az) = N\T (2)

l'opérateur u, est linéaire sur Xo = Rx et u, (Az) = AT () < T (A\x) (Proposition 1.4.1)
donc d’apreés le théoreme de Hahn-Banach, il se prolonge en un opérateur noté encore

uy € VI et T (x) = uy (). B

Remarque 1.5.3
On note par VT l'ensemble des opérateurs linéaires u : X — Y tels que u(x) < T'(z)
pour tout z dans X. On a d’aprés ce qui précéde que V1" est non vide si Y est un espace
complétement réticulé. Si Y est simplement un réticulé. Alors, VT est en générale vide

(voir [Lin92]).
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1.6 Relations entre les opérateurs linéaires et les opé-
rateurs sous-linéaires

Le théoreme suivant établit un lien direct entre les opérateurs linéaires et les opéra-

teurs sous-linéaires.

Théoréme 1.6.1 ([MT04])
Soient X,Y deux espaces de Banach dont Y complétement réticulé et T : X — Y un
opérateur sous-linéaire continu. Alors,
(a) VzelX, |T(x)] < SeuvaIIU(x)ll < |7 (@) + 1T (=)l -
(b) [T < sup [Jul] < 2T
ueVT
Preuve

(a) Soit x dans X. On a d’une part,
7)) = )l < swp [u(o)]
ueVT

Et d’autre part,

sup {|T(z)[, [T(=2)]},
T(@)| + [T(=2)].

ju()]

VANRRVAN

Ce qui implique

lu(@)| < T @)+ T(=2)Il,
1T (@) + 1T (=2)][ -

A\

D’ou
sup [lu(z)|| < [T ()] + | T(—=)]-
uevVT

(b) Se déduit immédiatement de (a). W

Comme conséquence immédiate.
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Corollaire 1.6.2
(a) T est continu <= Yu € VT, u est continu.

(b) Aussi si T est symétrique, on aura

(1) T = sup [lu(z)],Vz € X.
ueVT

2 Tl = sup |ul.
uevVT

1.7 Opérateurs quasi-linéaires

Dans cette section, nous allons donner la définition d’opérateur quasi-linéaire et

quelques remarques sur cette classe d’opérateurs. Pour plus d’informations voir [Woj91] .

Définition 1.7.1
Un opérateur T d’un espace de Banach X dans un (quasi-) Banach réticulé Y est dit

quasi-linéaire si pour tout x,y dans X et X\ dans R, on a
(1) T(Ax)] = [A[T(2)],

(2) T +y) < [T@)+[T).

Remarques 1.7.2
1)-Si on pose ¢ (x) = |T'(z)| alors ¢ est un sous-linéaire symétrique. 7' sous-linéaire et
symétrique implique que T est quasi-linéaire.
2)-En générale la somme de deux opérateurs quasi-linéaires n’est pas un quasi-linéaires.
Mais la multiplication par un scalaire est un quasi-linéaire
3)-Soit T" un opérateur sous-linéaire ou quasi-linéaire d’un espace de Banach X dans un
(quasi-) Banach réticulé Y. Alors, on a
lopérateur T est continu si et seulement si il existe C' > 0 telle que pour tout = € X,
I7@)] < C ]l

Dans ce cas on pose

1T = supt| T (@)} - flzll g, = 1}
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On note par SQ(X,Y) 'ensemble des opérateurs quasi-linéaires bornés de X dans Y.

Proposition 1.7.3
Soit T un opérateur quasi -linéaire d’un espace de Banach X dans un espace de a Banach
complétement (quasi-) réticulé Y. Alors, pour tout x dans X il existe u, € L(X,Y) tel
que , |T(x)| = |ug(z)|, (i-e., le sup est atteint, |T(x)| = sup{|u(z)| : v, € L(X,Y),
] < T]}).

Preuve
On a ¢ (z) = |T(x)| qu’est un opérateur sous-linéaire symétrique pour tout = dans X il
existe u, € L(X,Y) tel que, |T'(x)| = uy(z). On a aussi |T'(—x)| = u_,(—=) qui implique

|T(z)| = —u_,(x) par la symétrisation de . On déduire que
()| = sup{[u(z)] - up € L(X.Y), Jua] < |T]}.
Remarquons que

IT(z)[| = sup |lu(z)]|. =

ueV|T|

1.8 L’opérateur adjoint d’un opérateur sous-linéaire

Dans cette partie on essayera de définir 'opérateur adjoint d’un opérateur sous li-
néaire. Notre construction concerne les opérateurs sous linéaires 7' de X espace de Ba-
nach réticulé concret dans Y espace de Banach complétement réticulé. A part quelques
propriétés nous nous pourrons pas aller plus loin. Beaucoup d’applications sont & I’étude.
Dans la suite, espace de Kothe ou de Banach réticulé de fonctions ( par exemples les

espaces L, ), désignera le méme espace.

Proposition 1.8.1
Sotent X un espace de Kothe, Y un espace de Banach complétement réticulé. Soit T un

opérateur sous-linéaire borné de X dans Y. Alors, l'ensemble {u* (y*)},cop est simple-

ueV
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ment borné dans X*.

(ie., Vy" € Y, ACy € X* :Vu e VT, u*(y*) < Cy). (1.13)

Preuve

Soit X un espace de Kothe sur (2, X, 1, R). Supposons que {u* (y*)},cur D'est pas sim-

ueV

plement borné dans Y*. C’est a dire 3 € ¥ tel que 1 (29) > 0 et y* € Y* tel que pour
tout C' € X*, il existe u € VT et u*(y*) > C sur Q. On peut choisir C' dans X7 . Alors,

on a
u(y*) > C sur Qo = [[u*(y")|| > |C]]

(car X* est un espace de Kéthe moyennant quelques propriétés). Donc

IO < llw (I < [l Hly -
Prenons

C=2|T ||ly*||z*, «*€ Bx+,x*>0et|z*]| =1

on aura

2T Myl < llull lly=]l-
Ce implique que

2(|T) < flull-

Contradiction avec le théoréme 1.6.1 ou 2 ||T'|| > |lu||, par conséquent {u* (y*)},cor €st

simplement borné dans X*.

Définition 1.8.2
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Soient X un espace de Kdithe, Y un espace de a Banach complétement réticulé. Soit T
un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y. On définie T* (adjoint de T') de Y* dans

X* par

T*(y*) = sup u*(y"). (1.14)
uevVT

L’opérateur T™ est bien défini d’apres la proposition 1.8.1.

Proposition 1.8.3
Soient X un espace de Kothe, Y un espace de a Banach complétement réticulé. Soit T
un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y. Alors, T défini précédemment est un
opérateur sous-linéaire de Y* dans X*.

Preuve
Soit yj et y3 dans Y*. On a

T*(y; +y5) = supu(y; +ys)
uevVT

= sup(u*(yy) +u*(y3))
uevVT

sup u*(yy) + sup u*(y3)
ueVT uweVT

T*(y1) + T*(y3)-

IA

IA

Soient A >0etyecY* ona

T*(\y*) = supu*(Ay*)

uevVT

= A\ supu*(y*)
ueVT

AT*(y").

Ce qui achéve la démonstration. Wl

Remarques 1.8.4
1)- Soient X un espace de Kéthe, Y un espace de a Banach complétement réticulé. Soit

T un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y. On a naturellement
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VT* ={ve LY, X")/o(y") < T"(y")} (1.16)

et

T*(y") = gg};v(y*)- (1.17)

2)- L’ensemble V,T* = {u*/u € VT'} est inclus dans VT™*. En effet, de la définition 1.8.2

T*(y*) = sup u*(y*), on a
ueVT

Vu e VI ona u*(y*) <T*(y")

donc u* € VT™.

Soit y* € Y*. Nous savons pas s'il existe u,- € VT tel que u;. (y*) =T (y*)?

1.9 Relations entre T et T

Proposition 1.9.1
Soient X un espace de Kothe, Y un espace de a Banach complétement réticulé. Soit T
un opérateur sous-linéaire continu de X dans Y. Pour tout x dans X et y* dans Y*

on a

(T (), y") < K&, Ty D + {2, T (=y"))] - (1.18)
On a aussi, pour tout x dans X+t et y* dans Y

(T (x),y) < [z, T*(y"))]-
Preuve

Soit x dans X . D’apres la proposition 1.8.1 il existe u, € VT tel que T (x) = u, (x).
Soit y* dans Y*. On a
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(T(x),y7) = {u(2),57),
= (z,u(y"),
(Qapres (1.1)) < (x,T*(y*)) .

Ce qui implique (on replace y* par —y*) que pour tout z dans X et y* dans Y*
<T (1‘) ) _y*> < <£L’, T*(_y*)> :
D’ou

(T (2),y7)]

IN

sup {{(z, T"(y")) , (=, T*(=y")) } ,
{2, T*(y" )] + [{z, T*(=y" )]

IN

On a aussi par (1.2) pour tout y* dans Y*

(T(=2),9%)),
(2, u3(y")
(dapres(1.1)) < [{z, T (y"))l -

(=T (2),y")

IN

IN

et

(T'(z),y7) < (&, T"(=y")).

On déduire que pour tout z dans X+ et y* dans Y

(T (z), 9" < [(,T"(y"))].

Pour z < 0,

(=T (x),y) < (T(x),y") <[z, T*(y"))]-

Ce qui termine la preuve. W

Proposition 1.9.2

35



Soit X un espace de Kothe, Y un espace de Banach complétement réticulé et T un

opérateur sous-linéaire continu de X dans Y. alors, on a
T< /*)*( (1.20)

Preuve

Considérons z dans X**. On a par définition

T (z) = zlvu;*v*(z).

Si on prend x € X on a aussi

T (z) = zlvlgv*(a:)

Car {u*},cgr C VT, on obtient que

sup u** (z) < sup v*(x)
ueVT veVT*

et on aura

sup u () < sup v*(z).
ueVT veVT*

Par conséquent

T(x) < sup v*(x) =T"(z), VeeX
veVT*

d’ou le résultat. A

Corollaire 1.9.3
Soitent X un espace de Kéthe, Y un espace de Banach complétement réticulé et T un

opérateur sous-linéaire continu de X dans Y. Alors, on a

VT C VI
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Preuve
Soit u € VT. D’apres la derniére proposition on a u(z) < T (z) < T (x), pour tout
reX.

Remarques 1.9.4
1) Soient X un espace de Kothe, Y un espace de a Banach complétement réticulé, 7' un
opérateur sous-linéaire continu de X dans Y et u un opérateur linéaire positif de Y dans
Z. Est-ce que
(uoT) =T ou*?

2) Soient X un espace de Kothe, Y un espace de a Banach complétement réticulé, 7' un
opérateur sous-linéaire continu de X dans Y et u un opérateur linéaire de Y dans Z tel

que u* est positif. Est-ce que

(Tou)*=u"oT"7?
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Chapitre 2

Les opérateurs sous-linéaires qui se

factorisent par L
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2.1 Introduction

Les travaux de ce chapitre se situent dans le cadre de développement de quelques
théorémes de factorisations dans le cas sous linéaire. Nombreux problémes en analyse
commutatif passent par le principe de factorisations, par exemple les opérateurs som-
mants dans toutes ses dimensions. Les études consacrées a ce domaine ont donné lieu a

une littérature riche et vaste qu’on citera au fur et & mesure dans notre travail.

Grothendieck a établi dans [Gro56] que tout opérateur linéaire continu d’un espace

Lo (S, \) dans un espace L;(£2, ;1) admet la factorisation
Loo(Su )\) i) LZ(Q7/JJ) i LI(Q7N)

ol u est un opérateur linéaire continu et 7, 'opérateur de multiplication par une fonction
g€ L?(Qv Iu)

Dans le méme cercle d’idée, E. M. Nikishin a montré dans [Nik70] que tout opérateur
linéaire continu d’un espace de Banach X dans un espace Lo(€, 1) ((€2, 1) espace de

probabilité) admet la factorisation
X i) Lp(Qa ,U) i LO(Q7u)

ol u est un opérateur linéaire continu, 7, 'opérateur de multiplication par une fonction

mesurable g et 0 < p < 1.

Dans sa these [Mau74], B. Maurey a donné une condition nécessaire et suffisante pour
que lopérateur u : X — L,(, 1)((2, #) un espace mesuré quelconque) admette la

factorisation
u Ty
X — LQ(QMU“) - LP(Qv :u)

oll u est un opérateur linéaire continu, 7, 'opérateur linéaire de multiplication par une

fonction g € L, (92, i) et p,q,r tels que 0 < p < g < oo avec % =14 é.
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L. Mezrag a supprimé dans [Mez85] I'hypothése d’approximation métrique sur ’espace
X des théoremes de B. Maurey et les a généralisé dans [Mez04] pour les opérateurs de

cotypes finis.

Dans [Pis86] , G. Pisier s’est attaqué a un probléme plus général et a donné des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'un opérateur linéaire borné u : X — L, (€, 1) ((2, )
un espace mesuré quelconque) se factorise par Lyo(2,7), 0 < r < p < oco. Il a traité
aussi le probléme dual (i.e., la factorisation des opérateurs linéaires de L4(S, \) dans un

espace de Banach Y par L, (S, v), pour 1 < ¢ < s < 00).

Dans [AMO02] D. Achour et L. Mezrag ont généralisé les théorémes de factorisations
des opérateurs linéaires d'un Banach X & valeurs dans L, par L, qui ont été fait par

Pisier [Pis86], aux opérateurs sous-linéaires.

Dans ce chapitre on va traiter la généralisation du théoréeme de factorisation de Mau-
rey aux cas des opérateurs sous-linéaires. Par une toute autre méthode, A. Defant dans
[Def01] a généralisé ce type de factorisations aux opérateurs homogenes. Nous vous ré-
férons a [MT04] pour ce résultat. Donc, on étudiera I’équivalence suivante qui est notre
résultat principal.

Soit 0 < p < ¢q < oo. Soit T : X — L,(£2, 1) un opérateur sous-linéaire continu.
Vu € VT, u se factorise par L, (2, u) <= T se factorise par L,(€2, i)
ot VT = {opérateurs linéaires u : X — L,(€2, 1) tels que u < T'}.

Dans une premiére section on donnera et on démontrera (pour l'aisance du lecteur)
les théorémes de Maurey dans le cas linéaire qui sont notre source d’inspiration. Nous

référons a sa theése pour d’amples informations [Mau74].

Dans la deuxiéme section on annonce la définition des opérateurs sous-linéaires p-

convexes et g-concaves et quelques exemples et remarques concernant cette classe d’opé-
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rateurs.

Dans une troisiéme section, on donnera notre résultat principal. On établira une
condition nécessaire et suffisante pour que 1’équivalence citée ci dessus aura une réponse
positive. Autrement dit, nous démontrons que, si u est un opérateur linéaire ¢—convexe
pour tout u dans VT et C,, (u) (la constante de la ¢—convexité de u) est uniformément
borné, I’équivalence comme mentionnée dans le résumé de ce chapitre sera vérifiée et ceci
sous la supposition que ’ensemble {g,} pour u dans VT est latticiellement borné. Sans
cette condition I’équivalence est fausse. Nous donnerons un contre exemple pour montrer

I'invalidité de cette équivalence.

Dans une quatriéme section, on étudiera le probléme dual i.e., donner des conditions
nécessaires et suffisantes de factorisation des opérateurs sous-linéaires continus d’'un es-
pace L (€, 1) dans un espace Banach complétement réticulé X par L,(€, ) avec les

mémes conditions sur les nombres réels p, q.

2.2 Préliminaires

On commence par donner et démontrer les théorémes de Maurey dans le cas linéaire
qui sont notre source d’inspiration. Nous référons a sa thése pour d’amples informations

[Mau74).

Définition II1.2.1
Soient X un espace de Banach réticulé, f une fonction d’une partie A de X dans R. On
dira que f est semi-continue inférieurement (s.c.i) si epi (f) estfermé dans X xR (resp.

semi-continue supérieurement (s.c.s) si epistrict (f) est ouvert dans X x R). Ou
wi(f) = {mNEXxR, [()<A},
epistrict (f) = {lz,\]€ X xR, f(x)<A}.
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Définition I1.2.2

Soit A une partie d’un espace de Banach X. A est convexe si et seulement si
Vi € [0,1],V(x,y) € (A x A) la fonction f: (x,y) — tx+ (1 —1t)y
est continue de X? dans X ou f(Ax A) C A.

Théoréme 11.2.3 (théoréme du graphe fermé)
Soient X et'Y deux epaces de Banach u un opérateur linéaire de X dans Y. Si le graphe

ux G(u) de u est fermédans X XY, alors u est continu.

Lemme I1.2.4
Soient K un convexe compact d’un espace localement compact et séparé (elcs), ¥ un
ensemble convexe de fonctions réelles sur K s.c.s et ne prenant pas la valeur +o00. On
suppose que
a) Chaque fonction f dans U est concave,
b) Pour toute f € ¥, Jx € K, f(x)>0.
Alors, il existe un point xy € K tel que f(xg) > 0,Vf € .

Théoréme 11.2.5

Soient p,q et r trois nombres réels ot 0 < p < q < 400 tels que % = % + %, (Q, 1) un

espace mesuré, I un ensemble d’indices et {f;},.;, une famille d’éléments de L, (2, ).

Les conditions suivantes sont équivalentes.

a) V(a;) € RY

D=
Q|

(o lasfi @) adu (w)r < C(XJai]?)7.

il il
b) 1l existe une fonction g telle que [ |g|" dp(w) <1 et que

viel, [, qdu(w) <C

fi
g

42



(avec la convention § = 0).

Preuve
a)=b)
1¢" cas, p = q. Il suffit de prendre g = 1.
2°mecas, ¢ = +00, p < q (=1 = p).
Soit B(I) = {lessous-ensembles.J de [ finis} . On pose

1 si 1€J
0 si idJ

o, =
et
fr=sup|fil.p—p.p.
icJ
La famille (f)ep() est filtrante croissante et bornée dans L, (€2, 1) donc d’apres (a) elle

admet une borne supérieure. Soit g cette borne supérieure.

Donc

”g”LI,(Q,u) <1 et |fil<g Viel

3mecas, 0 < p < q < 0.
-
On pose s =1 = (1 < g < +oo et s* = ).
p
Soit

L’ensemble K est convexe, faiblement compact (convexe ferméetbornéd’un espace ré-

flexif). Pour chaque oo € RY) | on définit F,, : K — R par

2|Oﬁ fil*
Fa(g) = |ai|q - Ze—sdlj’(w)v

I’ensemble des F), est convexe.
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Pour tout o dans R, Fest concave et s.c.s.

([ ls est s.c.sen g sur K. Il suffit de la montrer pour K muni de la topologie de la norme,
car sur un faiblement compact convexe, la topologie faible et la topologie forte coincident
et appliquons en suite le lemme de Fatou).

Posons
1 1
= 5(2 i fil*) =
icl
avec

o= / (S Jas i) dpu(w)) .

o el
Alors, g, € K et F,(ga) > 0 pour tout & € R, D’aprés le lemme 11.2.4 3gy € K telle
que Vi € I, fQ |fis|q < 1 d’ou le résultat en prenant g = 90%-
b)=a) .

Résulte aisément de I'inégalité de Holder, on a 1 = q + + d’otl

(el - izt

|
=

=

aifi
g

< UalZ o dp()) s ([ (1g17) P dp(w)) ¥
< fQ LYoy (w )5 (fo(lglP)rdp(w))*
<

¢ {z |az-|Q]

iel

Ce qui termine la démonstration. W

Remarque 11.2.6
Supposons que la famille (f;);e; vérifie 'hypothese

Z|al|q<+oo:>/2|azfz dja(w) < +oo.

i€l i€l
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Alors, on a une application linéaire

a: l(I) — Ly, p (1))
(i) +— (aifi(w))

qui est continue, par le théoréme du graphe fermé il existe donc une constante C' telle

que

([ Clastiau@)? < (3 o)

i€l el

Si on prendra pour ensemble d’indices I la boule unité de X et on posera f, = u(x),
on déduit immédiatement du Théoréeme 11.2.5, le théoréme suivant qui consiste en la

condition nécessaire et suffisante de la factorisation.

Théoréme I1.2.7
Soient X wun espace de Banach, (2, ;1) un espace mesuré, u un opérateur linéaire de

X dans L,(Q,p), 0 <p < gqg<ooet= = %%— % Alors, les propriétés suivantes sont

1
p
équivalentes.

a) Il existe une constante C' positive finie telle que pour tout n € N et toute suite finie

(2:)1<i<n dans X, on a

-

P L

(f [Z |u<:cz->|qrdu<w>>ésc 2. H%H&] .

1<i<n 1<i<n

b) Il existe une fonction g dans By, (o) telle que pour tout x dans X, on a

y

c) 1l existe une fonction g dans By ) et v € L(X,Ly(Q,pn)),|v]| < C telle que

ula)

a 1
dp(w))s < Ozl -

u=Tyov.
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X — L,(, )
v \ /‘Tg
LQ(Q7 M)

Preuve

Il se déduit facilement du théoréme précédent.

Le théoréme suivant concerne le probléme dual dans le cas linéaire traité aussi par
Maurey. Nous étudions ce méme probléme dans le cas sous-linéaire, dans la derniére

section.

Théoréeme I1.2.8
Soient p,q et r trois nombres réels tels que 0 < p < q < 400 et }D = %—i— %, (Q, 1)
un espace mesuré, I un ensemble d’indices et {fi},.; C Lq(2, ). Alors, les conditions
sutvantes sont équivalentes.

a) Il existe est une fonction mesurable g dans By, telle que

viel / 9 fil? (w)dpu(w) > 1.

b) Pour toute {a;},., dans RY) il existe une constante finie C telle que

i€l

Sl < [ (Xl dutw))

icl Q er

Preuve
b)=a) Le cas p = q est trivial.
Supposons donc 0 < p < ¢ < +oo, la démonstration est alors identique & celle du
théoréme I1.2.5.
Posons s = q et soit K le convexe compact pour o (LS*, LS) . Soient les fonctions mesu-

p
rables h > 0 telles que f h*"dp < 1. Pour chaque a € R considérons la fonction F, sur
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K définie par

Fu() = 3= [ Joufil b= 2 ol

Chaque fonctions F, est affine et continue sur K. L’ensemble des F,, est convexe, de plus

si nous posons

n

he =C {Z |aifz‘|p} '

=1

avec

C = (/Q [é |aifi|p} q d#)%v

nous avons que h, € K et

R = cf £ raifi<w>|p]gdu<w>—zraz-|p

IS}

— ([ |Shoustwp|” dutw)f - £ o =0

D’apres le lemme I1.2.4, il existe hg € K telle que

Giel [ @ hoduw) 2 1
Q
1
D’ou le résultat avec g = hg.

a)=b) Résulte aisément de I'inégalité de Holder. En effet
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NE

n
Yo lal” <
=1

/ s fig(w)]” dya(uw)
Q

=1

((

=1

-
Il

i fo(w)|") 7 g)Pdpa(w)

IN
io\

n

hSESY

S toaro|” auta

=1

<

53\

Ce qui termine la démonstration.ll

Remarque 11.2.9
Le résultat ne subsiste pas lorsque ¢ = 400 car le dual de L., (2, i) contient des éléments

qui ne s’identifient pas a des fonctions sur (€2, u).

2.3 Opérateurs sous linéaires p-convexes, g-concaves

Dans cette section nous généralisons la notion d’opérateurs p—convexes et g—concaves
aux opérateurs sous-linéaires. Nous traitons aussi quelques exemples et remarques concer-

nant cette classe. Pour plus de détails voir [LT96] .

Définition I1.3.1
1) Soient E un espace de Banach arbitraire, X un espace de Banach réticulé et 1 < p <
0o. Un opérateur sous-linéaire T': EE — X est dit p—convezxe s’il existe une constante

positive C' telle que, pour tout n dans N les opérateurs

T, I(E) — X (I7)
(xb._,,xn) — (T(azl),...,T(xn))

sont uniformément bornés par C.

C’est a dire que
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1

(;":JT@»)”)%" < ¢(Shalr) sirsp<oe

sw (1| < Comp el =

1<i<n 1<i<n

La plus petite constante C' vérifiant ces inégalités sera notée par CP (T).
2) Soient X,Y deux espaces de Banach dont X réticulé et 1 < p < co. Un opérateur
sous linéaire T : X — Y, est dit p—concave s’il existe une constante C' telle que, pour

tout n dans N les opérateurs

T,: X(I) — (V)
(1, 0y y) +— (T(21),...,T(xy))

sont uniformément bornés par C.

C’est a dire que

IT @)lpyy < Cl@)lxey si1<p<oo,

sup [T ()| < C

< St p = 0.
1<i<n

sup |$z|
1<i<n

La plus petite constante C' vérifiant ces inégalités sera notée par C, (T).
3) Si X est réticulé, on dira qu’il est q—conveze (resp. q—concave) si l'identité est

q—convexe (resp. q— concave).

Remarques 11.3.2
Tout opérateur sous-linéaire g-convexe (resp. g-concave) est borné et ||T'|| < C9(T) (resp.
7]l < €, (T)).
Tout espace de Banach est 1—convexe. La p—convexité pour 1 < p < oo est décroissante
en p, voir [LT96]. Par exemple L, pour 1 < p < oo est p—convexe, et C? (L,) = 1.
Tout espace de Banach est co—concave. La p—concavité est croissante en p. Par exemple

L, pour 1 < p < oo est p—concave et C,, (L,) = 1.
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2.4 Factorisation des opérateurs sous-linéaires de X
dans L, par L,

On donnera dans cette section la factorisation des opérateurs sous- linéaires 17" de X

un espace de Banach dans L, (2, 1),0 < p < oo par L,(§2, 1) avec % = % + % Nous vous

référons sur ce résultat a [MT04].

Théoréeme 11.4.1
Soient X un espace de Banach, (2, 1) un espace mesuré, T un opérateur sous-linéaire
continu de X dans L,(Q, 1) et 0 <p < q < oo tels que i = 5 + % Alors, les propriétés
sutvantes sont équivalentes.
1) Il exziste une constante positive finie C' telle que pour toute suite finie (x;)1<i<n dans
X, ona

1
p q

U [Sirir] < ]S i ]

3 =

(i.e., T' est p—convexe et Cp, < C).

2) 1l existe une fonction g dans BZ»(Q 1)’ telle que pour tout x dans X, on a

y

3) Il existe une fonction g dans BE(Q . € S un opérateur sous-linéaire continu de X

dans L,(Q, 1), tels que ||S|| < C et T = T,0S.

q

T(x 1
@ 4yt < ¢ Jall -

Preuve

1)=2) 1 suffit de prendre dans le théoréme I1.2.5 I'ensemble {a; = ||z;]|}.., € RY

iel
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X

ou I ={1,...,n} et pour les {fi},_,, dans L,(2, ) telles que f; = T'( T ). En effet
(21D’¢
n i B %d % _ n i L q Ed %
o] aen = ([ | el Eo] |

< c {z ||xz-||§<}

donc il existe g dans BZ“T @) telle que

T(ei) | :
Viel (/ X dp(w))s < C
Q 9
ce qui implique
T 4 1 1
vier ([ [P gt el
Q

Et par conséquent pour tout z dans X, on aura

y

T
2)=3) 1l suffit de définir S par S(z) = (gac)

q

T ()
g

L’opérateur S est sous-linéaire. En effet, soit =,y dans X

T(z+y)

g

T(x)
g

S(z) + S(y).

S(z+y)

IA

Ty)
T

IN

SOlt )\ € R+

S(Az) =




T
et on a bien que T' = T,0S5 et ||S]| = ”—H < C (car T est continu).
9

3)=-1) On utilisera 'inégalité de Holder, avec ]l) = % + 2. On obtient

Jol33 TGO = [fgpiw Tz

< (5P du) ot
< &[22 duont ) 1ot dntop

[

< (3 ).
Ce qui prouve 3)=1). R

Proposition 11.4.2
Soient 11, T deux opérateurs sous-linéaires de X un espace de Banach dans Y un quasi-
Banach réticulé. Si Ty < Ty (au sens de (1.8)). Alors, il existe une constante Cy ne

dépendant que de Y telle que
a) |Ti(x)] < sup{|Ta(z)|,[T2(-=)},

b) 1@ < Cy([Ta(2)] + [IT2(=2)]).

Preuve

a) On a

Ti(z) < Ty(z) <= —Ti(z) < Ti(—x) < Ta(—z), Vzre X.

Ce qui entraine que

()] < sup {[Ta(2)], [Ta(=2)[} -

b) De a) on a
Ty(2)] < [Ta(2)] + |To(=2)] .

Donc

ITi(@) < [[1T2(2)] + [T(—2)]]
Cy ([[Ta(2)|| + [IT2(=2)]))-

IA
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(La constante Cy apparait si Y est un quasi-Banach réticulé) d’ou le résultat annoncé.

Proposition 11.4.3
Soient X un espace de Banach, (2, ) un espace mesuré, Ty et Ty deux opérateurs sous-
linéaires continus de X dans L,(€2, p), et 0 < p < q < oo tels que 117 = % + % Si Ty se
factorise par L,(2, p), et Ti(x) < Ty (x) pour tout x dans X, alors Ty se factorise par

Lq(Q, ).

Preuve
Supposons que 15 se factorise par L (€2, p). D’aprés le Théoréme I1.4.1 il existe une
constante positive finie C' telle que pour tout n € N et toute suite finie (z;)1<;<, dans X,

on a

Q=

P
q

| To(; q] du(w))r < Cp

z\muX]

[l

D’autre part et d’apreés la proposition 11.4.2, on a

=1

Ty(x)] < sup {[Ta(2)], [To(=2)]} .

Ce qui entraine que pour tout x dans X, on a

Ty(@)] < |Ta(a)] + [Ta(—a)|, Va € X,

Alors on a clairement que

Q=

(X M) < CE(Be)”)

i=1

+

It
o3
—~

|
&
N
N—
)
N—
Q=
N—

D’ou

(3 |To(—a:)|")7

i=1

(32 [Ta(a) ")

S 1)) sqg( )
i=1 Ly Ly Ly

Finalement et par conséquent pour tout n € N et toute suite finie (z;);<;<, dans X, on a
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<fQ<iil|T1<xi>\Q>5du>é < 2c;cp<f9<§|T2<xz->|Q>5du>i

Q=

<o {2 uxir&] ,

ot C1 = 2C,, (T3) CC, est une constante absolue dépendant que de p et ¢ (C, = Cp, =
25! et C,=0Cp, = 27T i p,q < 1). D’apres le théoréme I1.4.1, on déduit que T} se
factorise par L, (£, p1).

Ce qui termine la démonstration. Wl

Corollaire 11.4.4
Soient X un espace de Banach, (2, i) un espace mesuré, T un opérateur sous-linéaire
continu de X dans L,(Q,pu) et 0 < p < q < oo, tels que 119 = é%— % Si T se factorise
par L,(2, 1), alors u se factorise par L,(S2, 1) pour tout u dans VT.

Remarque 11.4.5

1

Soientp,qetrtelsque()<p§q§Ooet;1):q

+ % Soient X un espace de Banach,
(€2, 1) un espace arbitraire de mesure et 7' : X — L,(£2, ;1) un opérateur sous-linéaire
continu. Supposons que u se factorise par L, (€2, 1) dans le sens du théoréeme I1.2.7 pour
tout u dans V7. Est ce que T se factorise par L,(€2, 1) ? Autrement dit est ce que la

réciproque du Corollaire 11.4.2 est vraie?

Dans ce dernier théoréme et avec la supposition que {g, }, .y est latticiellement borné

on donne une réponse positive. C’est le principal résulta de ce chapitre.

Théoréeme 11.4.6
Soit T un opérateur sous-linéaire continu de X dans L,(€, ) qui est un quasi- Banach
réticulé complet. Supposons qu’il existe une constante positive finie C telle que pour
tout u dans VT, Cpy (u) < C et {gu},ecor est latticiellement borné dans L,(S2, ) (i.e.,
g0 € L (Q,p) : Yu € VT, g, < go. Donc, T se factorise par L,(2, 1) (comme dans le
théoréme I11.4.1).
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Preuve

1 suffit de prendre T (z) = % ol g = Hg—OH. Donc gy est dans L (€, u) et par la
9o
proposition 1.5.6, on a
T T(z
[Tl = =
9
< goll || 2e2
< lgoll u;ff)
< Cllgoll

Ce qui termine la démonstration. W

Remarque 11.4.7.
Sans la condition additionnelle, ce théoréme n’est pas vrai en général. On va le montrer
avec un contre exemple. Prenons comme espace mesuré (2, p) le tors T = R /277, équipé
de la mesure invariante dfl. Soit X 'espace de Hilbert H = Ly(€2, ) = Lo(T).
Pour tout r tel que 0 < r < 7 et pour toute f € Ly(T), on définit une fonction

2m—périodique S, f > 0 par

Vo €R, Sf(x) =5 [ 1f () dy.

On pose T,.f = /S, f. Pour tout z, I'expression (T,.f) (z) est la norme Ly de la fonction
1(s—ra+r)f. L'opérateur T, est sous-linéaire et 'opérateur T' défini par T'f = sup{T, [ :
0 <r < 7}, est aussi sous-linéaire de Lo(€2, ) dans Li(2, p). T'f est le racine quarré de
la fonction maximale M f? ('opérateur maximal de Hardy-Littlewood ) de la fonction
f? € Ly, nous savons que M f? est dans L; faible, d’ott Tf est dans L, faible.

Considérons n dans N. On peut partager T a n—intervalles avec la méme longueur et
prenons ., ..., ¥, dans Ly(Q, 1), la fonction caractéristique. On a ||z;||> = 27 /n pour tout
i =1,...,n, mais chaque fonction T (x;) vaut au moins C'/ m sur le support de

x; pour tout j =1,....,n avec C' = (47r)_l, donc il résulte que
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JolS T () (@))2dp () > C/1+ 5+ ..+ L > CViogn
i=1
et 3 ||z]|* = 2.
i=1
Mais d’apres le petit théoréme de Grothendieck voir [Pis86, Théoréeme 5.4.a], on a pour

tout u dans VT

N

JolE @) @) <l (S ll]P)
(D'apres le théoreme L6.1, b)) < 2,/ |7 (iil 1z ]12)

NI

Comme conclusion nous avons Cpq (u) < 2/T[|T|| et Cpq (T) = 00 pour p =1 et ¢ = 2.
On déduire que pour tout u dans VT, u se factorise par Ly(€2, 1) mais T ne factorise pas

par Lo(£2, p).

2.5 Factorisation des opérateurs sous-linéaires de L,
dans X par L, (probléme transposé).

Dans cette section on étudie le probléme transposé et on donnera la factorisation des
opérateurs sous-linéaires 7' de S, sous espace fermé de L,(€2, ;1) dans X un espacede

Banach par S, sous-espace fermé de L,(2, 1) 0 < p < ¢ < 0.

Théoréme I1.5.1

Soient p, q et r trois nombres réels tels que 0 < p < q < 400 et % = 5—1— % Soient (2, u)
un espace mesuré, S, un sous-espace fermé de L,(€2, ), X un espace de Banach com-
plétement réticulé, T' un opérateur sous-linéaire borné de S, dans X et C' une constante
positive finie. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes.

a) Il existe S, un sous-espace fermé de L,(2, p) tel que T' admet la factorisation sui-

vante

S, - X
Jg\Sp/U
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v est un opérateur sous-linéaire tel que ||v|| < C.
g une fonction dans Br,.(,u)-
Jg est Uopérateur induit sur S, par l'opérateur de multiplication Tj.

b)  Pour toute suite finie {fi}, ., dans Sy, on a

S ITUIRF < (1A iduw)',

Preuve

a)=-b). Résulte de l'inégalité de Holder. En effet,

SITEN = (S I, (R}

< O I
< O3 llgw)-Fw)l3,)
< O g, 1w,
< (S 1HD ().
b)=-a). Soit {a;} € RY). Ecrivons
o] = ||T<fi>||X%
= |||ai|T<fi>||Xm
TGl
Donc
(iémi'p); N (ié ’T(\\T"?}gﬁx) Bk
(dapres b) ) < C<fn<.i<H'Ti}'li]i‘))”)%du(w)ﬁ,
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prenons F; = AL dans L,(€2, i) donc d’apres le théoreme I11.2.8

1T (i)l x
Jg € Br, ) telle que / lgF;|” du(w) > 1
0

ce que implique

Jo ‘gnT('_}CgHX Cdp(w) = 1,
d’oll
Jolgfil” du(w) > |T(f;)|l
donc
¥re s, TN ([ lostdutw)) 2.3)
Q
On a

Ty Lo(p) —  Ly(Qp)
fr—"179

définissant v sur T,(S,) par v(fg) = T(f), I'inégalité (2.3) implique que ||v|| < C.

En prolongent v & S, = T,(S,) = on aura le résultat et par conséquent la preuve. W
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Chapitre 3

Les opérateurs sous-linéaires

fortement p-sommants
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3.1 Introduction

Pietsch a montré dans [Pie67] que l'identité de [; dans Iy est 2—absolument som-
mant mais 'opérateur adjoint n’est pas 2—absolument sommant. Pour cela, le concept
des opérateurs linéaires fortement p—sommants. (1 < p < co0) a été introduit par J. S.
Cohen [Coh73] comme une caractérisation du conjugué d’un opérateur linéaire absolu-
ment p*—sommant. Un opérateur linéaire u entre deux espaces de Banach X et Y est
fortement p—sommant pour (1 < p < 00) s'il existe une constante positive C' telle que

pour tout n € N, z1,...,2, € X et yf,...,y; € Y*, on a

2l Dl <CCE @) sup (3 1l y)l) (3.0)
La petite constante C' qui vérifiant I'inégalité (3.0) est notée par d,(u), qui est une norme
dans D,(X,Y), 'espace de tous les opérateurs linéaires fortement p—sommants entre
deux espaces de Banach X et Y. On a D;(X,Y) = B(X,Y), 'espace vectoriel de tout

opérateurs linéaires bornés de X dans Y.

Dans ce chapitre, on va généraliser la notion précédente aux opérateurs sous-linéaires
et on donnera un analogue au théoréme de domination de Pietsch pour cette catégorie.
Ce théoréeme est I'un des principaux résultats de ce chapitre. Cohen a déduit le théo-
reme de domination au cas linéaire simplement & partir de 'opérateur adjoint qui est

ES 9 ’ . , . ) . . ]
p*—sommant. Ce n’est pas le cas pour les opérateurs sous-linéaires car 1’adjoint d’un
opérateur sous-linéaire n’est encore bien dévloppé. On va le démontrer directement en
utilisant le lemme de Ky Fan. On terminera ce chapitre par une étude relationnelle entre

les opérateurs linéaires et les opérateurs sous-linéaires.

Dans la premiére section, on donnera quelques définitions et terminologies concernant les
espaces de Banach réticulés et des notations standards.
Dans une seconde section, on annoncera la généralisation d’opérateurs sous-linéaires po-

sitivement p-sommants et quelques propriétés concernant cette classe d’opérateurs. Pour
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plus d’informations voir [Bla86,87,88].

On généralise dans une troisiémes section, la classe des opérateurs linéaires fortement
p—sommants introduite par Cohen dans [Coh73| aux opérateurs sous-linéaires. Cette
catégorie d’opérateurs vérifie le théoréme de domination de Pietsch analogue au cas
linéaire.

On terminera ce chapitre par étudier dans la section quatre, quelques relations entre les

sous-linéaires fortement p—sommants 1" et les opérateurs linéaires u € VT, ou
VT ={ue L(X,)Y):u<T}

et L(X,Y) est 'espace des opérateurs linéaires de X dans Y.

3.2 Rappels de quelques terminologies

Dans cette section nous rappelons quelques terminologies déja vues pour l'aisance du

lecteur concernant les espaces de Banach réticulés.

Rappelons qu’une norme ||| sur un espace de Riesz X est une norme réticulée si Vz,y €
X, |z| < |yl = ||z|| < |ly|| (ce qui implique que pour tout z € X 1’élément x et |z| ont
la méme norme). Un espace de Riesz équipé d’une norme réticulée est appelé espace de
Riesz normé. Si la norme est compléte, on dira que X est un espace de Banach réticulé (11
est complétement réticulé s’il est complétement réticulé en tant qu’espace vectoriel). Les
deux inégalités suivantes sont vérifices ||[zT —y~|| < [z —y| et |||z] — |ylll < ||z =yl
Par exemple 'espace L1([0.1], i) est un espace de Banach réticulé. L’espace C (K) est
un espace de Banach réticulé. L’espace L, (1 < p < 00) est un un espace de Banach

complétement réticulé.

Proposition II1.2.1 ([LT96))
Le dual X* d’un espace de Banach réticulé X est un espace de Banach complétement

réticulé muni de 'ordre naturel
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7} <7y <= (x],2) < (x3,x), VeeX" (3.1)

ot (.,.) indique le crochet de dualité.

Nous désignons par un sous-lattice d’'un espace de Banach réticulé X le sous espace
linéaire £ de X tel que pour tout x,y € E, le sup {x,y} appartient & F. L’injection
isométrique i : X — X** telle que (i(x),z*) = (2*, x) envoie X dans un sous-lattice de
X**. On pourra consulter [LT96] pour plus d’informations. Si on considére X comme un

sous-lattice de X** on a pour xq,x, € X

11 < xp = (w1,2%) < (22,2%), V2" € XL (3.2)

Nous continuons ce paragraphe par introduire quelques notations dont nous aurons besoin

par la suite.

Soit n un entier. Soit X un espace de Banach réticulé et 1 < p < co. On note par X (I7))

I'espace des suites © = (21, ..., x,) d’éléments de X telles que

z 1
el = H(Z @i?)e|| si1<p <o
1
et
HxHX(lgo) = || sup |z]|| sip= 0.
1<i<n

L’espace X (I]') équipé de I'ordre naturel
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est un espace de Banach réticulé.
Soit maintenant X un espace de Banach et 1 < p < co. On note par [, (X) (resp. [ (X))

'espace des suites (z;) dans X muni de la norme

I, ey = (iloj )
(vesp. | (@)l ) = @ 25 17)P)

si p est fini, et on prend le sup si p est infini.
On désigne aussi par [¢ (X) (resp. I “ (X)) l'espace des suites (z;) dans X muni de la

norme

=

1)l ) = 5P (3 (0, ©))7)
b l€llxx 1

(xesp. [[(@a) o) = sup (3 [( O)F)?).

€]l 1

[y

o
Soit v : [,» — X un opérateur linéaire tel que v (¢;) = z; (i.e., v =) e; ® x;, (e; ) est
1

la base canonique de [,,). Alors,

[oll = 1zl x) (3-3)

Nous rappelons enfin, la notion des opérateurs bornés pour I'ordre. Soit £ un espace de
Banach et X est un espace de Banach complétement réticulé. Un opérateur u € B(E, X)
est dit borné pour l'ordre (voir [Nie73] et [HONS81]) si u (Bx) est borné pour l'ordre dans

X ( Bx est la boule unité de X ). Dans ce cas, on pose

[ (u) =

sup [u (o)

rEBx

On pourra montrer (voir [LJ80] ou [Szu85]) que [ est une norme sur I(F, X ), 'espace de
tous les opérateurs bornés pour 'ordre de £ dans X.

Siw: X — Y, Y un espace de Banach complétement réticulé et w un opérateur positif

(i.e., w(z) > 0, pour tout  dans X ). Alors, wu est borné pour l'ordre.
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3.3 Opérateurs sous-linéaires positivement p-sommants

Dans cette section on va généraliser la notion d’opérateurs positivement p—sommants
défini au cas linéaires par Blasco [Bla86] aux opérateurs sous-linéaires (on peut consulter
aussi [DJT95]). Pour plus de détails sur les opérateurs sous-linéaires p—sommants, nous

suggérons au lecteur de voir [Sch74] et [AMO04].

Définition IIL.3.1
Soient X,Y deuxr Banach réticulés et T € SB(X,Y). On dira que T est positivement

p—sommant pour 1 < p < oo si,

IC > 0, telle que Vn € N, V{zy, ..., z,} C XT

1 1

(Sir ) <o (Sl<mesr)

§EBx«

ou bien

(I (xi))ng(Y) <C ||($i)||lgw(x) : (3.4)
On note par
T (X,Y) ={T: X — Y sous linéaires positivement p—sommants}
et

7 (T) = inf{C, vérifiant linégalité 3.4 }.
Propriété d’idéal I11.3.2

Soient T' € 7/ (X,Y), v : E — X linéaire continu positif et w : Y — F linéaire

continu positif (E et F deux espaces Banach quelconques ot F' est réticulé). Alors,

wTv est positivement p—sommant et

64



my (wTv) < Jlw|w; (T) o]

Preuve
L’opérateur wT'v est sous-linéaire d’apres la Proposition 1.4.2.

On a aussi
|[wTv(z)]| < Jw[[|[T(v(z))], VrekL.

Soit n € N et {z1,...,x,} dans ET alors, {v(x1),...,v(z,)} C XT,

donc
T(v 1/p < gf ) sup
Z IT@E)I) < w(T) swp Z|
< ) sup ( (z5,v
£€BX* Z|
On pose n = UH (ﬁ) € Bg+, donc
v
n n 1
N )PP <7 i (T) ol sup (3 [(zi,m)[F)P
1 UEBE* 1
d’ou

(X lwT o) [P)? < [lwll w3 (T) [|ofl sup (3 [Gs m)*)?
1 neEBpx 1
et par conséquent wl'v € 71 (FE,Z) et
mp(wT') < fwl| mp(T) o] -

Ce qui termine la démonstration. W

Corollaire II1.3.3
Soit Xo un sous-lattice de X et T' € 7} (X,Y). Alors,
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T/x, € 7T;r (Xo,Y) et ﬂ; (T/x,) < W;“ (T).

Corollaire ITI.3.4 (Injectivité)

Soit Yo CY un sous-lattice et i : Yo — Y ['injection canonique, alors
Tenf(X,Yy) =il enf(X,Y).
Dans ce cas, on a 7} (T') = m) (iT).

Proposition II1.3.5
Soient 0 < p < oo et X un espace de Banach réticulé. Soit Y un espace complétement
réticulé. Alors, les propriétés suivantes de la constante C et de opérateur sous-linéaire
T: X — Y sont équivalentes.
(1) Leopérateur T € f (X,Y) et m} (T) < C.

(2) Pour tout n dans N et tout v : 1. — X, tel que v (e;) € X on a

(Z [T (ei)llp>p < Clpoll et my (Tv) < Clo]l- (3.5)

Preuve
(1)=(2). Supposons T' € 7} (X,Y) et m) (I') < C. Soit n € Net v: [, — X, d’apres

la propriété d’idéale on a
Tven) (InY)etn) (Tv) <Clo|.

(2)=(1). On définit v par v(e;) = z;, ¢ € {1,...,n} et z; € X ou (e;) est la base

canonique de ;. On a

[un

n P
ol = swp (SSl<e>r)

£€EBx«

Alors,
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SITE)IP) = (S IT eI,

< Clpl,
n g
< C sup (Z|<xi,§>|p> )
¢eBy, \'1

D’ou T est positivement p—sommant et 77 (7)) < C. B

Théoréme II1.3.6 (Théoréeme d’inclusion)
Soit T € SL(X,Y), et 1 <p<qg< o0, ona
1)-

T (X,Y) Cmp (X,Y)

et
VI en, (X,Y), 70 (T) <7 (T).
2)-
T (X,Y) C 7y (X,Y)
et
VT € 7T;_ (X,Y)m; (1) <, (T).
Preuve

1)- Soit n € Net {x1,...,z,} C XT. Si on pose
=17 ()|
on aura
1T (o) I = T (Nia) I -

Si T est p—sommant, on a
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1
p p

(Sirer) = (Sirewr)”,

< 7H(T) sup <;)\f|< xi,§>|p)

£€Bx«

=

P

Puisque p < ¢ et d’aprés I'inégalité de Holder (m + m = 1), on obtient que
1 op 1
n p n _pq_ pq n q
(@) < wm (SF)7 s (Sleaesr)”
1 1 £€Bxx 1

w @ (SIrEr)” " sw (§r<xi,s>rq)3’.

gEBx*

IN

Ce qui entraine que

1

(z?: ||T(:ci)||q) "<y (T) sup <z:j|< 1€ >’q>§

§EBx«

et par conséquent T est positivement g—sommant et 7 (1) < 7 (T).

2)-Evident. W

3.4 Extension du théoréme de Pietsch aux opéra-
teurs positifs

L’extension suivante du théoréme fondamental de factorisation de Pietsch pour les opé-
rateurs sous-linéaires positivement p—sommants est ’analogue naturelle du cas linéaire.
La démonstration dont nous renvoyons le lecteur aux références [Pie67, Pis86, DJT95],

se fera exactement comme pour le cas des opérateurs linéaires.

Théoréme 111.4.1
Soient X,Y deux espaces Banach réticulés et T : X — Y un opérateur sous linéaire

positivement p—sommant et 1 < p < oo. Il existe une probabilité \ de Borel sur

(B;E*, U(X*,X)) (B%. = Bx- N X7) telle que
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X*

Ve e X, |T(z)| <7 (T) (/B+ |< x,& >"dA (£)> ’ _ (3.6)

S’il existe C' > 0 wvérifiant l'inégalité (3.6), alors T est positivement p—sommant et

i (T) < C.

Dans ce paragraphe, on étudie le probléme relationnel entre les opérateurs sous- li-
néaires positivement p—sommants de X un espace de Banach dans Y un espace de Banach

compleétement réticulé et les opérateurs linéaires inférieurs ou égaux a T

Proposition 111.4.2

Soient X,Y deux espaces de Banach réticulés et T : X — Y un opérateur sous-linéaire

continu. St
Tem(X,)Y)
alors
Vue VT, uwer!(X,Y).
Preuve

Puisque T est positivement p—sommant donc d’aprés le théoreme I11.4.1 il existe une

probabilité de Borel \ sur (B}*, o(X* X )) telle que

B =

Vo e X, |IT @) <5 () (fog, 1< 6> ar(©)"
D’aprés le Théoreme 1.6.1, on a pour tout x dans X et tout v dans VT’

lu (@)l < NT @)+ T (=),

< 2 (1) (fe, I< @€ 5P ar(©)

hSAl

D’ott u est positivement p—sommant et 7 (u) < 27 (7). W
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3.5 Opérateurs sous-linéaires fortement p—sommants

On va maintenant introduira une généralisation de la classe d’opérateurs linéaires
fortement p—sommants défini en 1973 par Cohen [Coh73]. On donne un théoréme de
domination comme dans le cas linéaire mais avec une démonstration différente car le cas
linéaire a été obtenus a l’aide de l'opérateur adjoint qui est p*—sommant. Dans le cas
sous-linéaire c’est pas possible en ’absence de ’adjoint d’un opérateur sous linéaire. On

utilise le lemme de Ky Fan pour le démontré.

Définition II1.5.1
Soient X un espace de Banach, Y un Banach réticulé. Un opérateur sous-linéaire T :
X — Y est fortement p—sommant (1 < p < 00), s’il existe une constante positive C

telle que pour tout n € N, xy,...,x, € X et yj,vy3,...,ys €Y*, on a

1T (i) s gD g < C )l ey N i, (3.7)

On note par D,(X,Y) 'ensemble de tous les opérateurs sous-linéaires qui sont fortement
p—sommants de X dans Y et on note par d,(7T") la plus petite constante C' vérifiant
I'inégalité (3.7). Pour la définition d’un opérateur fortement positivement p—sommant,

on remplace Y* par Y} et d,(T) par d} (T).

Proposition 111.5.2
Soient T € SB(X,Y) et v : [y — Y™ un opérateur linéaire borné. L’opérateur sous-

linéaire T est fortement p—sommant si et seulement si
n n 1
> IT (@) vle)] < OO sl ol (35)
i=1 =
Pour p=1, on a D;(X,Y)=SB(X,Y).
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Donnons un exemple d’opérateur sous-linéaire fortement p—sommant.

Exemple 111.5.3
Soit 1 < p < oo et n, N € N. Soit v un opérateur linéaire de [ dans lév . Alors,
I'opérateur sous-linéaire T'(x) = |u ()| est fortement 2—sommant. En effet ; soit m un
entier. Considérons (z;),.;.,, C Iy et (y;‘)lgjgm c il (IlJ + ]% = 1). Utilisons (3.1) et

(3.2) et prenant x; = ) a,je; on aura
i=1

<Ol (e, )

< & ||xj||2>%<§ ||u<ei>||2:1<<u§§:z§u )2 (lutenl = el
< S lnlPim) s G2 b

< (G lnl)im(we ) A (3 [t

Ce qui conclut que do(T) < mo(u)C (lév ), car u est de rang fini, par conséquent u est
2—sommant (C (lév ) est la constante qui dépend seulement de lév ). On peut déduire que
pour tout opérateur u linéaire ¢*—sommant (1 < ¢ < co) de [, dans lév alors, 'opérateur

sous-linéaire T" tel que T'(z) = |u (x)| est fortement g—sommant.

Proposition II1.5.4
Soient X un espace de Banach, Y et Z sont deux espaces de Banach réticulés. Soient
T € SB(X,Y), R opérateur positif dans B (Y, Z) et S € B(E,X).

(a) Si T est un opérateur sous-linéaire fortement p—sommant, alors, RoT est un

opérateur sous-linéaire fortement p—sommant et d,(RoT) < ||R||, d,(T).
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(b) Si T est un opérateur sous-linéaire fortement p—sommant, alors, T o S est un
opérateur sous-linéaire fortement p—sommant et d,(T o S) < ||S|| dp(T).

Preuve
(a) Soit n € N, z1,...,x, € X et z7,..., 25 € Z*. 1l suffit d’utiliser (3.8) pour démontrer

que
n

i 1

Y KRBT (2:),2) < COY_ llzll%)” Ilvl]

i=1 i=1

o v:Z — I tel que v(z) = ) zf(2)e;. On a
i=1

iW%WMJM==éWMmF@M
< Sl ]

=1

ou

n . R
= RIS (= e
Ce qui implique que

lwl < IR sup [|(27(2))1<icnll,
2€EBy p*

< [[R[llv]l.

(b) Soit n € N, eq,...,e, € Eet yf,....,ys € Y*. On a

M=

(705 (e, u0)
3 (T (S (e) )]
BT IS @I ol () = 3 07 e

dy(T) ||5]] (iil lesliz)? llo]

@
I
—

I
M=

o
Il

IN

IN
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Ce qui entraine que d,(T' 0 S) < ||S||d,(T). A

On va maintenant présenter le théoréme de domination concernent la classe d’opé-
rateurs sous-linéaires qui est le résultat principal de ce chapitre. Mais on commence par
annoncer le lemme de Ky Fan. Pour la preuve de ce lemme, le lecteur intéressé peut

consulter [DJT95].

Lemme III.5.5 ( Lemme de Ky Fan)
Soient E un espace topologique vectoriel de Hausdorff et soit C un sous-ensemble compact
et conveze de E. Soit M un ensemble des fonctions dans C a valeurs dans (—o0, o]
possédant les propriétés suivantes
(a) Toute f € M est convere et faiblement semi-continue.
(b) Si g€ conv(M), il existe une fonction f € M avec g(x) < f(z), Vx € C.
(c) 1l existe r € R tel que toute f € M a valeur <.

Alors, il existe xo € C tel que f(xg) <1 pour toute f € M.

Théoréme II1.5.6 ( Théoréme de domination)
Soient X un espace de Banach et Y un espace de Banach réticulé. Soit T € SB(X,Y)
un opérateur sous-linéaire continu. On dit que T' est fortement p—sommant (1 < p < 00)
si et seulement si, il existe une constante C' > 0 et une mesure de probabilité de Radon

i dans By« tel que pour tout v € X, on a

1

" dp(y™)) e (3.9)

(T (@) 7)] < C ]| / 1y ()

By**

On note, dans ce cas
d,(T) =inf {C > 0: toute C vérifiant l'inégalité (3.9)}.

Preuve
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Premiérement, on démontre l'inverse. Soit 1, ..., z, € X et yf, ...,y € Y*. On a par (3.9)

1

(T (22)4)) < Ol ( / ™) dp(y™))

By**

pour tout 1 <4 < n. En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

n 1

2T (), ynl < CX(llwill (fp,.. |yz (™) duly™))P")

i=1 =1
1 1

< CC(ll=l)r)» fBY** yi (I dpaly™)))P

1
< C(Z(H%H) P sup || (47 (1)1 <icnlln -
yEBy "

=1

3

M:

~.
[y

3

Ce qui implique que 7' € D,(X,Y) et d,(T) < C.
Pour prouver la premiére implication, soit K = By. Considérons ’ensemble C des
mesures de probabilités dans C'(K)*. 1l est un compact convexe de C'(K)* équipé de la
topologie faible o (C'(K)*,C(K)). Soit M l’ensemble de toutes les fonctions dans C a
valeurs dans R de la forme

T ) =

k

T @)y = § llall” — %/}{I(yi‘,y**ﬂp* dp (y™)) (3.10)

i=1
ol (7)<, C Xoet (yf)1<ic, C Y™
Il est clair que ces fonctions sont continues et convexes. Appliquant maintenant le lemme
Ky Fan avec £ = C(K)*. Soient les deux fonctions f, g qui sont dans M et a € [0, 1] tels

que

k

D (T @)yl = sl — / [y, ™)™ dp (y™))

=1

et

9((at). (=) () =

74



l

D UT @)y = Sl I — / [y y™)" du (y™)).

=1

Il s’en suit (car 1" est positivement homogeéne)

M=

af = Y al(T (@) ynl = Slaill” — & [ Ky du(y™)

1 1
<T<om;>,ap* y>\
<Oép* y;*’ **>

7 Jx
(L= a) (KT (), 95)| = & 11"

Oé
KK (1= a)r g,y >)p*du(y**>>

H((r(0-wt4).0-ertw)

(1—a)ral fK)< 1—a)r y;/*ﬂ/ >

1

.
Il

Il

N
Il
—

*

p

dp (y*))

<
P

et

=
|
2
Q
I
MN

=1

I
MNﬁ*lQ

= Q i

g dp (y*™)).

Finalement on a

af +(1-a)g=

DT @),y = § llall” — & /K i y™) 7 dp(y™)

i=1

avecn =k + [,

ow*y{* si 1<i<k,

(1—a) *y;’* si k+1<i<n.

Ce qui démontre que M est convexe et par conséquent la condition (b) du lemme I11.5.5

est vérifiée.
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Pour la condition (c), soit yg € By tel que

1 1
n . F n i F
sup Slwn ol ) =D o)l
yi= i=1 i=1

et f de la forme (3.10)

-

N
Il
—

FOw) = ST @)yl = Sllaall” = & S Kyr, )7 déy, (7))

(KT (), ) = Sllaall” + S [, wo) )
ZHW ijuyi,yo)y"*
(T (2:),y7)| — C(H5—+ =——)

|
M-

@
I
—

Il

s
Il
—

Utilisant 'identité élémentaire

1 1 -
Va,B €RY aff = mf{— (—) — (eBY’ } (3.11)
p p
n 1 1
prenons a = (> ||z;||")?, (Z [y, yo) [P )?" et € = 1 on trouve que
1=1 i=1

(KT (23) sy = S llall” + <y2‘,yo>|p*))

Zn3(|< T (z:),yi)| = (Z i) (ZI(yl,yo>

R

=1

1

P

I/\

La derniére quantité est inférieure ou égale a zéro (par hypothése et parce que T est
fortement p—sommant). Si on prend r = 0, on aura la condition (c) vérifiée. Par le
lemme de Ky Fan, il existe u € C telle que f(x) < 0 pour toute f € M. Si on prend

re X ety €Y* on aura

F) = o) = T (@) = S ol = & [ 157 du < 0.

D’ou

(T (@) .y >|<0—||x||p /|y I d).
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Remplagant x par —z,y* par ey et prenant la borne inférieure pour ¢ > 0 (d’apres
€

(3.11)), on trouve

(T (x),y)| < <§||x||ﬁ+ Ll ™)1 dps)
< CE|E| + & Sicltewy) " du)
< ;,("”“) 2 (el y PF)”
< Clall i )P

Ce qui implique que

(T (), 7)) < Cllzl[ 1yl
P (Byxxh)

d’ou la démonstration. Wl

Corollaire II1.5.7
Considérons 1 < py,ps < 00 tels que p1 < py. Si T € D,,(X,Y) alors, T € D, (X,Y)
et

dp, (T) < dp, (T)-

Corollaire ITI.5.8
Soient X un espace de Banach, Y un espace Banach réticulé. et un opérateur sous-
linéaire Ty € Dy(X,Y) (1 < p < 00), si Uopérateur sous-linéaire Ty < Ty. Alors Ty €
D (X,Y).

Preuve

De I'inégalité (3.2), on a pour tout = dans X et y* dans Y}

(Ta(x),y") < (Th(x),y7)

et par conséquent

Ce qui implique que
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[{Ta(2), %)l

IN

sup {(T1(2),y") , (11 (=), ")}
sup {[(Ta(x), )|, (Ta(=2),y")|}
< K@), y) | + [(Ti(=2), y7)]

IA

et d’aprés (3.9) on aura

1

(T () ,y)| < 2dp(Th) || (/ " (™))" duly™))> (3.12)

By**

On obtient que 'opérateur T est positivement fortement p—sommant et d. (T5) < 2d,(11).

3.6 La relation entre les opérateurs linéaires et sous-
linéaires

Dans cette section on étudie la relation entre les opérateurs sous-linéaires 1" et les

opérateurs linéaires u € V7. En utilisant les résultats précédents.

Proposition II1.6.1.
Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach complétement réticulé.
Soit T un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y. Supposons que T est fortement
p—sommant (1 < p < oo). Alors, pour tout uw € VT, u est fortement positivement
p—sommant, et u* est positivement p*—sommant.

Preuve

D’aprés (3.2) on a pour tout z dans X et y* dans Y

et par conséquent



Ce qui implique que

(@), y) < sup {(T(), 4"} (T(~2),y")}
< sup {[{T(@), ") . {T(~2).5") ]}
< NT() )] + |(T(~2),y")
et d’apres (3.9) on aura
) < 20, el ([ 1) du(y™))7 (3.13)
Ce qui entraine
()] < 2d,(T)( / " ™) dply™))P (3.14)

Ainsi Popérateur u* est positivement p*—sommant et 7 (u*) < 2d,(7). W

Remarque II1.6.2

Si y* est négatif on a aussi I'inégalité (3.14). On ignore si u est fortement p—sommant.
On continue par étudier I'inverse de la proposition précédente.

Théoréme I11.6.3
Soitent X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach complétement réti-
culé. Soit T un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y. Supposons qu’il existe une
constante positive finie C > 0, un ensemble I, un ultrafiltre U sur I et {u;};e; C VT

tels que pour tout x dans X,

[{us (), y™) —= (T (), )] (3.15)

et dy(u;) < C uniformément . Alors,

T € D,(X,Y) et dy(T) < C.
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Preuve
Pour tout ¢ € I prenons u,; fortement p—sommant, d’apres le théoreme I11.5.6 il existe p,

une mesure de probabilité Radon sur By« telle que pour tout z € X, on a
. 1
[(wi (), y™)] < dyp(us) [ ] (/ Y ()" dp(y™)) " (3.16)

By**

Comme on a pour tout z dans X et y* € Y*,

[{us (), y™) —= [{T (), )]

on obtient que pour tout x dans X et y* € Y*,
. * L
(1 (&) )] < ) ol ([ 1y () disly™ )7

By**

La boule d’unité By« est faiblement compacte, d’ou p, converge faiblement vers une

probabilité i sur Bys«. Par conséquent

1

(@@ ) < Clall ([ o)) duty )

By**

pour tout x dans X et y* € Y*. Ce qui implique que d,(T) < C. B
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Chapitre 4

Les opérateurs sous-linéaires
fortement /,—sommants

non-commutatifs
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4.1 Introduction

Dans la théorie récente des espaces d’opérateurs (ou les espaces de Banach non-
commutatifs) développée par [Ble92a] [Ble92b] [BP91] [ER88] [ER91] [ER93] [Pis96]
[Rua88] et [Pis98], opérateur borné a été remplacé par opérateur complétement borné,
isomorphe par complétement isomorphe et espace de Banach par espace d’opérateurs(
ou encore espaces de Banach quantiques). Précisément, on regarde dans cette nouvelle
catégorie d’espaces tout espace de Banach comme étant un sous espace fermé de B(H)
pour un certain espace de Hilbert H (B(H) est ’espace de Banach de tous les opérateurs
bornés de H dans lui méme muni de la norme forte) qui est non-commutatif, au lieu de
le voir comme un sous espace d'un C' (K) (I'espace de toutes les fonctions continues sur
le compact K) qui est commutatif. La caractérisation abstraite donnée par Ruan dans
[Rua88] a signé la date de naissance de cette théorie. Dans [Pis96], Pisier a construit
I'espace de Hilbert d’opérateurs OH (i.e., I'unique espace vérifiant OH* = OH complé-
tement isométriquement comme dans le cas des espaces de Banach classiques parce qu’
il existe beaucoup d’espaces de Hilbert dans cette nouvelle catégorie qui sont infiniment
loin 'un de lautre, en d’autres termes il n’existe pas d’isomorphie compléte entre eux)
et a généralisé dans [Pis98] (aussi Junge) la notion d’opérateurs p—sommants au cas

non-commutatif.

Dans ce chapitre on va généraliser la notion d’opérateurs sous-linéaires p-sommants
aux opérateurs sous-linéaires [,—sommants (i.e., généralisé cette notion au cas non-
commutatif). Ainsi le théoréme de domination de Pietsch aux opérateurs sous-linéaires
l,—sommants cas non commutatif.

Et comme un deuxiéme résultat de ce chapitre. On généralisera la notion d’opérateurs
sous-linéaires fortement p—sommants au cas non commutatif. On donnera le théoréme
de domination de Pietsch pour les opérateurs sous-linéaires fortement /,—sommants cas

non commutatif.
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4.2 Espace des opérateurs

Dans cette section on va rappeler quelques notations, définitions et propriétés concer-

nant les espace d’opérateurs.

Notation
Soit H un espace de Hilbert et X C B (H) un sous espace fermé. Pour tout n > 1,

on note par M, (X) = M, ® X l'espace des matrices carrées (x;;) avec x;; € X

1<i,j<n
équipé de la norme induite par l'espace M, (B (H)) =B (l5 (H)) = B(l5 @ H) (I 2 H
est 'espace de Hilbert produit tensoriel de [ par H).

Définition IV.2.1

Un espace d’opérateurs X est un sous espace fermé d’un B (H) pour un espace de Hilbert

H.

Définition 1V.2.2
Soit X un espace vectoriel. Si pour tout n € N, il existe une norme |||, sur M, (X), la

suite des normes {||.||,}, -, est appelée une Lo—structure matricielle sur X si

(@) [lazbl,, < lallps, ) Nl 1812z, (cy

rz 0
(b) lz @ yll,im H = max {||z||,, [yll,.}
0 vy N

m

pour tout a,b dans M, (C) =B (l5), v € M, (X) et y € M,, (X).

Remarque 1V.2.3
Un espace d’opérateur qui est un Banach réticulé (resp. Banach complétement réticulé)
est dit un espace Banach réticulé quantique (resp. Banach complétement réticulé quan-

tique).
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On dira que X est L.,-matriciellement normé s’il est équipé d’une L., —structure
matricielle (qu’on suppose compléte). Ruan a montré dans[Rua88| puis simplifié (avec
Effros) dans [ER93] un important théoréme qui est la caractérisation matricielle des
espaces d’opérateurs. Ce théoréme est le suivant : Pour toute L. —structure matricielle
sur un espace vectoriel X, il existe un espace de Hilbert H et un plongement isométrique
de X dans B (H) tel que pour tout n > 1, la norme ||.||, sur M, (X) coincide avec la
norme induite par I'espace B (I5 (H)). En d’autres termes, il a donné une caractérisation

abstraite des espaces d’opérateurs.

Définition 1V.2.4
Soient H, K des espaces de Hilbert. Soit X C B(H) et Y C B(K) deux espaces d’opé-
rateurs. Une application linéaire u : X — Y est complétement bornée (en abrégé c.b) si

les applications

u, M, (X) — M, (Y)
(xij)lgi,jgn — (u(xij))lgi,jgn

sont uniformément bornées quand n — 400, i.e., sup ||u,|| < +oc.
n>1

Dans ce cas on pose,

[y = sup [|un| (4.1)
n>1

et on dénote par cb(X,Y) l'espace de Banach de toutes les applications compléte-
ment bornées de X dans Y qui est lui aussi un espace d’opérateurs (M, (cb(X,Y)) =
cb (X, M, (Y)), voir [BP91] et [ER91]. On dénote aussi par X ®min Y le sous espace de
B (H ®3 K) muni de la norme induite. On a

[l < lull, - (4.2)

Soit H un espace de Hilbert. On dénote par S, (H) (1 < p < oo) l'espace de Banach de

tous les opérateurs compacts u : H — H tel que Tr(|ul’) < oo, muni de la norme
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1
lulls, gy = (Tr([ul"))7.

Si H = I, (resp. I3), on dénote simplement S,, (I5) par S, (resp. S, (I5) par S}'). On dénote
aussi par Sy, (H) (resp. S« ) l'espace de Banach de tous les opérateurs compacts muni
de la norme induite par B(H) (resp. B(l2)) (S = B(l%)). Rappelons que si % = é + 2

(1 <p,q,r <), alors

u € Bg, () ssi il existe uy € Bg, (), u2 € Bg, (i) tels que v = ujuy

ol Bg, (m) est la boule unité fermée de S, (H) .
Avant de continuer notre travail on mentionnera quelques propriétés concernant les opé-
rateurs complétement bornés. On rappelle que OH est homogéne, en d’autres termes,

tout opérateur linéaire borné v : OH — OH est c.b. et

[l = flelle, (4.3)

Notons aussi que Sy est complétement isométrique & OH x OH. On dénote par OH,
la version n—dimensionnelle de I'espace de Hilbert d’opérateurs OH. Si maintenant S5
(N € N) est muni de la structure d’espace d’opérateurs de O H 2, alors pour tout opéra-

teur linéaire T : S — OHy on a par homogénéité de O H

171 = 11Tl - (4.4)
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Remarque 1V.2.5
Nous rappelons que l'existence de OH est da a [Pis96] ou il affirme que pour tout en-
semble I, il existe un espace de Hilbert H (séparable si I est dénombrable) et un espace
d’opérateurs OH (I) inclus dans B (H) tels que

(1) OH (I) est isométrique a l5 (I) comme espace de Banach,
(it) L’identification canonique entre OH (I) et OH (I)* (correspondant & I'identification

canonique entre Iy (1) et Iy (1)*) est une isométrie compléte.

En outre, 'espace OH (I) est 'unique espace d’opérateurs (& une isométrie compléte
prés) possédant les propriétés (i) et (i7). De plus, on a :
(éi7) Soit (0;),c; une base orthonormale quelconque de OH (I). Alors pour tout espace

de Hilbert K et toute suite finie (a;) dans B (K), on a

2

Zez®az =

i€l

Zai@)di

i€l

(4.5)

B(H®K) B(K®K)

On termine par noter OH 'espace OH (N) et OH,, 'espace OH (I) pour [ = {1,2,...,n}.
Dans la catégorie des espaces de Banach classiques I’analogue du théoréme précédent est
le suivant :

Si X est un espace de Banach pour qui, il existe une injection linéaire bornée v : X — I
telle que application v*v : X — X* est une isométrie injective, alors X est isométrique

a un espace de Hilbert (et donc v est alors une isométrie). Notons qu’un opérateur linéaire

borné j : X — X* est “positif’ i.e.,

Vee X j(z)(z)>0

si est seulement si, il existe un espace de Hilbert H et un opérateur linéaire borné v :
X — H tel que j = v*v.

Finalement nous rappellerons la derniére propriété de cette introduction. Soit Y un espace
d’opérateurs tel que Y C A (A une C*—algebre commutative) C B(H). Soit X un espace

d’opérateurs arbitraire. Alors, pour tout opérateur linéaire borné u : X — Y, on a
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[l = flelle, (4.6)

Soit maintenant X un espace d’opérateurs. Comme d’habitude on note par [, (X) (resp.

I3 (X)) l'espace des suites {x1, ..., 7y, ...} (resp. des suites finies {21, ..., 7, }) dans X muni

de la norme (Y ||z,||" )% (resp. (O [Ji])” )%) qui devient un espace d’opérateurs. Soit
n=1 =1

Sy [X] (pour plus de détails voir [Pis98] (resp. S} [X]) le sous espace de My, (X) (resp.

M,, (X)) muni de la norme

[l s,y = inf{b lalls,, [0l 101, ¥

u=av

(resp. ||u||sg[x] = inf{ ||a||sgp ||U||M7L(X) Hb”sg 1)

u=avb

ou

et

= inf K (4.7)

H (“ij>1<i,j<°°HMoo(X)

qui est un sous espace de B(ly®2 H). Nous conseillons aux lecteurs intéressés de consulter

la these de L. Mezrag [Mez03].
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4.3 Opérateurs [,-sommants cas non-commutatif

Nous allons commencer en premier lieu par donner la définition suivante qui est une
généralisation aux opérateurs sous-linéaires cas non commutatif. Cette définition a été

introduite au cas linéaire par M. Junge dans [Jun96.

Définition IV.3.1
Soit H un espace de Hilbert et X C B (H) un espace d’opérateurs. Soit T : X — Y un
opérateur sous-linéaire de X dans Y un espace de Banach réticulé quantique. On dira
que T est l,—sommant (1 < p < 00) s’il existe une constante positive C' telle que pour

tout n dans N et toute suite finie {;},,, dans X, on a

OIT @) <€ sup (3 lawiblf )7 (48)

a,bGBg;p i=1

on note par 7, (1) la plus petite constante C' vérifiant 'inégalité (4.8) et par m;, (X,Y)
'ensemble des opérateurs sous-linéaires /,-sommants muni de la norme m;, (.). On pourra,

montrer que

s 1
sup (> Haxib”gp(H))p = |{xi} 12 min X
a,bEBgzp(H) n=1 (4 9)
) .
doe®u; = ullg
i=1 cb(lg,x)

ot u: I — X tel que u(e;) = ;.
Ou q est le conjugué de p (i.e., é + % = 1) et {ei},<,<, la base canonique de [7.
D’apres (4.9), la définition IV.3.1 est équivalente & :

Pour tout n dans N, {z;},_,,, dans X et u dans cb(ly}, X) tel que u(e;) = x;, on a
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Q- ITu(el’)s < Clully, (4.10)

Proposition 1V.3.2
Soient E, X des espaces d’opérateurs et soient Y, I des espaces de Banach réticulés

quantiques. Soit le diagramme
rSE X Ly SR

tel que v est un opérateur linéaire completement borné, T' est l,-sommant et w est un

opérateur linéaire positif et borné. Alors,

™, (wT'v) < |Jw|[m, (T) [[vll,, -

Preuve

L’opérateur wTvu est sous-linéaire d’apres la Proposition 1.4.2.

On a

=

B =

(S huroutel)” < ol £ iTvateol)
Et donc

n 1 n 1
> (ITvu(e)l)r < m, () 3 (loued])?
d’apres (4.10) = m, (T)[Jvull,

= T, (T) ||U||cb ||u||cb

On en déduit que

RS

(2 ||wTvu<ez->||p) < Il my, () o]l [l
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par conséquent
wlv € m, (X,Y)
et
m, (wTv) < flwllm, (T) [[v]l, -
Ce qui termine la démonstration. W

Proposition IV.3.3
Soit X un espace d’opérateurs et soit Y un espace de Banach réticulé quantique. Consi-

dérons T dans 7, (X,Y). Alors, T € m, (X,Y) et

Preuve
L’opérateur 7' € 7, (X,Y) et m, (T") < C.

Pour tout n dans N et tout v : [, — X, tel que v (e;) = 7; on a

1

(Z 170 <ez->||p)p <Ol

On a aussi d’aprés (4.2) que ||v|| < ||v]|,. Dot pour tout n € N et {z1,...,z,} dans X

on a v est dans cb(l}, X) et aussi d’apres (4.10) on a

(D ITv (e)ll")r < Clloll, -
i=1

Donc T' € m, (X,Y) et



Ce qui termine la démonstration. W

Remarque 1V.3.4
Soit X C A (A une C*—algebre commutative) C B(H) un espace d’opérateurs et soit Y’

un espace d’opérateurs quelconque. Alors, d’apres (4.6) et (4.10) on a

™, (X,Y) =7, (X,Y).

Le théoreme suivant est ’extension du théoréme de factorisation de Pietsch pour les
opérateurs sous-linéaires [,-sommants. C’est une adaptation d’une idée de Pisier, voir
[Pis98]. Nous aurons besoin de la proposition suivante pour la factorisation proprement

dite.

Proposition IV.3.5
Soient X,Y et Z trois espaces de Banach dont Y Banach réticulé, C' une constante
positive et T un opérateur sous-linéaire continu de X dans Y. Soit v : X — Z un

opérateur linéaire injectif tel que

1T (@) < Clo()]-

Alors, il existe T : v(X) — Y sous-linéaire continu tel que
T =Tov

et
f<c

Preuve

On pose
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Cette application est bien définie de v (X) dans Z d’aprés linjectivité de v, T et est

sous-linéaire par définition. La continuité est immédiate par hypothése puis on prolonge

par continuité¢ a v(X). W

Théoréme IV.3.6
Soient X C B(H) un espace d’opérateurs et Y un espace de Banach réticulé quantique.
Soit T : X — Y un opérateur sous-linéaire. Soit C' une constante positive et 1 < p < 00.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes
(a) L’opérateur T est l,—sommant et m, (T) < C.
(b) 1 existe un ensemble I, deux familles ay,b, dans B;;p et un ultrafiltre U sur I tels

que

veeX, [T@) < Climflaatballs, (4.11)

(c) T se factorise de la forme T = T(M/EL)i et HTH <C

x I vy
(a T
M/Eoo
o] — D
N N

ol

i(x) = {Ta}, ey avec T = x, Voo € I, By = i(X) qui est un sous espace fermé de B(H)
et il = 1.

L'espace B(H) = (Bo(H))/U avec Bo(H) = B(H), Yo € I.
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Lopérateur M est Uopérateur associé o {My}, ., ot My : B(H) — S, (H) est défini
par M, (z) = aqxb, et m, (M) < 1.
Lespace Sy(H) = (So(H)) /U avec So(H) = S,(H),Va € I et E, = M (Ey) qui est un
sous espace fermé de S,(H).
Les espaces B(H) and S,(H) sont des espaces d’opérateurs.

Preuve
(a)=>(b). Soit S = {(a,b) € Bs, () X Bs,,(t); a,b >0} et C ={des fonctions réelles
définies sur S de la forme

(a,b) = C z lazib|l” — z 17 ()|}

{wi}lgign

C' est un cone convexe. En effet, soit A > 0

)\f{xi}lgign B f{kéxl}
1<i<n

f{mi}1gign+f{yj}1§j§m - f{zk}1gkgn+m
ou

{Zk}lgkgner = {xlﬁ vy Ty Y15 000y ym}

Par hypothese on a

sup f (a,b) = C? sup ZHabeHp ZHT NP >0

(a,b)eS {=i }l<z<n (a,b)e SZ 1

et ceci pour toute f dans le cone convexe ouvert C' qui est dans [, (S) qui est égale
aC (§) ou S est le compactifié de Stone Céch de S. Soit F le sous ensemble de C (§ )

tel que sup f (a,b) < 0. D’apres le théoréeme de Hahn-Banach, il existe A une

(ab)es Fihiizn
probabilité sur S telle que A (f) > 0. Donc il existe un ensemble I, un ultrafiltre & sur I
et une famille des probabilités {\,},.,; des supports finis sur S telles que

Ao — A

o (15(5):loo (5))
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et

erO,éf(a,b)dA(a,b)zlig{nféf(a,b)dAa(a,b)20.

En particulier si

f(a,b) = C7 [lazd||” — | T(x)"

on aura

i [ £ (@.0)da (@) = Clim [ (lasblf ) = IT@I)iA 5) 0

(Ao Z Ao, 0 (@ay, ba,) avec Z Ao, = Let Ay, >0).
D’ apres le Lemmel.14 [Pls98] on a
. p
IT)I" < Clim 3 Ao, [laa,wbo I, ur) (s, b0 2 0)

P
< (CPlim
u

(> Aajazsp%.x.(z‘”: Aoy b20) 2
j=1 j=1

Sp(H)
< C’phm||aaxb HS(H

(b)=(c)
x 4 Y
] T
» M/Eoo E,
N N



1T(x)] < C’%{im laazballs, () = C'[|M/E 0 ()|, , donc d’apreés la proposition IV.3.5
il existe T : E, —Y tel que HTH <C,T(x)=To(M/Ey)oil(z) et m, (M/Ey) < 1.

(c)==(a). Elle est évidente et ceci compléte la démonstration. W

Lemme IV.3.7 ([Mez02])
Soit X C B(H) un espace d’opérateurs. Considérons a,b € B;;p et 1 <p<gqg< oo
Alors,

Vee X, |axb < ‘ a5z .
Jaabls, i < atant]
Preuve
Soit # dans X et considérons a, b dans B:g:p. On a
1-2 2 P 1P
axh = a qqaxrbib T a
Jaabls, o
< |la*79 aizbib'
Sm Squ
q—p q—p 1 p
< |la* s aixbs ‘ bloal|
S 2pq o(H) S 2pq.
q—p q—p _
< |atzbe (car ||a'™4 = Jla|lss <1)
Sq(H) S 2pg P
q—p
M(a,b
X fa)) S, (H)
M(as,be) N\, /7 M(a'75, b0
Sq(H)

et ceci illustre que le diagramme est commutatif. W

Proposition IV.3.8
Soient 1 < p < q < oc0. Soit X C B(H) un espace d’opérateurs et Y un quantum
espace Banach. Soit T : X — Y wun opérateur sous-linéaire l,-sommant. Alors, T est

ly-sommant et m, (T) < 7, (T) .
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Preuve

17 ()]

IN

T)li
Ty (T) lbr{n”aaxbaHSp(H)

71y (T) limm )

p Y
adxbd

IN

) (d’apres le lemme IV.3.7)

q

r o
ol ag, b4 sont dans B;;q et on obtient la comparaison. W

4.4 Opérateurs fortement /,—sommants cas non com-
mutatifs.

Dans ce paragraphe, On généralisera la classe des opérateurs sous-linéaires fortement
l,—sommants définie dans le précédent chapitre au cas non commutatif. On donne le
théoréme de domination. On utilisant le théoréme de Hahn-Banach contrairement au cas

commutatif ot on a utilisé le lemme de Ky Fan.

Définition IV.4.1
Sotent X un espace de Banach, Y un Banach réticulé quantique. Un opérateur sous-
linéaire T : X — Y est fortement l,—sommant (1 < p < 00), s’il existe une constante

positive C' telle que Yn € Nz, ...z, € X et y7,y5,...,yr € Y™, on a

1T () gy < CO2N@llx) suwp [(@y;o)lm, (s, . (4.12)
i=1 a,beB;2p* P

Ou K, est un espace de Hilbert tel que Y* C B(K,), car d’aprés [Ble92b| est un espace
d’opérateur et d’apres [Rua88] il existe K, tel que Y* C B(K,).
La classe de tous les opérateurs sous-linéaires fortement [, —sommants de X dans Y, est

noté par D;,(X,Y’). On note par d;, (1) la petite constante C' vérifiant I'inégalité (4.12).

Remarque 1V.4.2
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Considérons T' € SL(X,Y). L'opérateur sous-linéaire 7" est fortement [, —sommant si et

seulement si, pour tout n € N et tout v € B([).,Y™) (v(e;) =y ouv =} e;®y;), ona
i=1

d’apres (4.10)

Z| v(e))] < C(Z 1@ 157 o]l - (4.13)

Pour p=1,onaD,(X,Y)=SB(X,Y).
Comme conséquence Dy, (X,Y) C D (X,Y) et di,(T) < d,(T).

Proposition 1V.4.4
Soit X un espace de Banach et Y,Z sont deux espaces de Banach réticulés quantiques.
Soient T'€ SB(X,Y), R un opérateur linéaire positif dans B(Y,Z) et S € B(E, X).
(a) Si T est un opérateur sous-linéaire fortement l,—sommant, alors; RoT est un
opérateur sous-linéaire fortement l,—sommant et d; (RoT) < ||R| d;,(T).
(b) Si T est un opérateur sous-linéaire fortement l,—sommant, alors; T o S est un
opérateur sous-linéaire fortement l,—sommant et dy, (T o S) < ||S|| d, (T).

Preuve
(a). Soient n € N, xq,...,x, € X et 27, ..., 25 € Z*. 1l suffit d’utiliser (4.13) pour démon-

trer que

1R T (), =) < IR dT)Y 37 el

o v:Z — I tel que v(z) = ) z/(2)e;. On a
i=1

S ROT (@).20) = Y NI () B ()

=1 1
n 1
dp(T) L N} [l

IN

ou
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Ce qui implique que
lwll < IR] sup [[(2F () 1<icnl,
z€EBy p*

< R[]l -
(b) Soit n € N, ey, ...,e, € Eet yf, ...,y € Y*. On a

< dpm(:zl 1S (eDIB)? o]l (u(y) = gyﬂy)e»
d,(T) |1S]| <z lell) [lv]l., -

Donc d, (T o S) <|[S|d, (T) ce qui termine la démonstration. W

IN

On va maintenant présenter le résultat principal de ce chapitre qu’est le théoréme de

domination concernant la classe des opérateurs sous-linéaires fortement /, —sommants.

Théoréme IV.4.5
Soit X un espace de Banach et Y un Banach réticulé quantique. Soit un opérateur T
€ SB(X,Y), T est fortement l,—sommant (1 < p < o0) s’il existe un ensemble I deux

familles ay, b, dans B;;p et un ultrafiltre U dans I tels que pour tout x € X, on a
(T (@), 9| < d, (T) [[2] im [laay™ball s, . - (4.14)

Linverse. S’il existe une constante positive C, un ensemble I et une a,,b, dans B;;p et

un ultrafiltre U dans I tel que pour tout x € X on a

(T (), y7)] < Cllzf[lim [lacy™balls, k. (4.15)
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alors T € D (X;Y) et d,(T) < C.

Dans ce cas

d

lp

(T) =inf {C > 0: toute C vérifiant linégalité (4.15)}.

Preuve
On démontre la premiére implication. Soit S = {(a, b) € Bs,,.(r) X Bs, () a,b> O}

et K l'ensemble des fonctions dans S a valeurs dans R de la forme

Flan oy (@) = S (dy, () Gl +

i=1

I . ey) — (T (@) y1)) (4.16)

ol (%i)1<jcpy € X, € (Y))1cjcp, C Y™

L’ensemble IC est un cone convexe. En effet. Soient f1, fo dans K et A > 0 tels que

f1<< ). () =
LA ACARS])

k

z<% 2]IP +

=1

et
Ta((w9) (v ~*>><“ b=
I
d . *
2 G el + 5 S Nay bl ey = HT (1) )
Il s’en suit (car T" est positivement homogene)

M ()
- ;Ag% 7 +

=z§:< (1) (& [Are

L S (a7b)
((F4)- (7))

et finalement on a

s

o Ny bl L ey — KT (25) , 9i9)])

p* 1 1
. T()@ /.) AT 7">
s *(/c*)) ‘< i Yi

P

p L
= |la\?" y*b

)

Il
~

99



f1+f2=
bHs (K.) ) (T (), y)|)

n

> (di, (T) (5 [l=” +

=1

avecn =k + [,

et

Yy =
y* st k+1<i<n.

En utilisant ’identité élémentaire suivante

N . 1 /P 1 p*
Va, B € Ry aﬁ—gg{]—) <€> +E(eﬁ) } (4.17)
on aura
su a,b
(a, b)Ie)Sf( i), (yz>)( )
= sup Z(dzp (T) ( ll]” + % . gey) = T (@) u))
(a, b)ES'L
d d "
= O Z [l ]|” + l"—* sup Jaysbll§ e,y — (T () 97)]
(a,b)eS

> 4, (T) (z ||xi||p); sup_ (S bl )”1*—|<T<xi>,y:>|

(a,b)esS
> 0 (d’apres I'hypothese voir (4.12))

et ¢a pour tout f dans le cone convexe K. Soit C 'ensemble ouvert de [ (S) tel que

sup f( (. (u7)) (a,b) < 0. L’ensemble K et C sont disjoints dans [, (S) qui est isomorphi-
(a,b)es N

quement isométrique a C (§ ) lespace des fonctions continues sur S (§ est le compactifié
de Stone Céch de S) a valeurs réelles. d’apres le théoréme de Hahn-Banach il existe une
probabilité de mesure A dans S tel que A(f) < 0 pour tout f dans K. Par conséquent,

il existe un ensemble 7, un ultrafiltre & sur I et une famille {\,},.,; des mesures de

acl

probabilités de supports finis dans S telles que
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et
Vfek, [;f(ab)dX(a,b) —hmfs a,b)dX, (a,b) > 0.
Particulierement si en prend

di (T) i, (1)
Ff@.w(a,0) = === ||’ + =5= [lay;

o~ [T (i), 7))

on a

d
lim fs f (a,b) dAa (a,b) = L ol + 11mflllowzbllp ko — T (@), 97)] = 0

(Ao Z Aoy, 0 (Ao, Doy, ) AVEC Z Aoy, = L et Ay, > 0).

TouJours d’aprés le Lemmel. 14 [P1898] on a

. d, (T) d (T) .
(T ()97 < == llz]” + =5l Zkak 120,y by |15, ) (G by, > 0)
p*
dy,, (T) d (T) -
< == el + =—lim (Z Aoy @2 )77y (Z Ao, b2 ) 2
S e (K)

< iy, (1) G llll” + pohim aay balls .-

Utilisant encore 'identité élémentaire (4.17). Fixons € > 0. Replagons z par %% y* par

ey? et prenons la borne inférieure pour € > 0, d’aprés (4.13) on trouve que

(T (z),y)] = (T

< |<T(%) €y*)
< dlp T)( 1“ Hp 1lim||aiey*bi||g**(,c*))

1 P*
<, () & (B + & (i llasey bl )7 ) )
< dy, (7) |l2l] (i Jasey ill%, )

Ce qui implique que
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(T (), y7)| < Ol lim [|aiey™bi 1% . o)
Pour montrer l'inverse. Soit x € X et yj, ...,y € Y*. On a d’aprés (4.15) que
(T (@), y5)] < Cllzf[lim [laay™balls,

pour tout 1 <i<n.On a

M=

ST (). y)] < C

([l lim flaayiballs, k.

1= Zn 1w 1
(par Holder) < COL(lill”)? (32 Hom llaa;ballf )™
’Li 1
< ; b
< CEa |(lestlse), ...

l7L*
Ce qui implique que T' € D, (X;Y) et d,, (TY<cC. n

Corollaire IV .4.6
Considérons 1 < pi,ps < 00 tels que p1 < py. SiT € sz2 (X;Y), alors T € szl (X;Y)
et

d, (T)<dy,, (T).

Ipy

Remarque 1V.4.7
On a les mémes relations entre les opérateurs sous-linéaires T' et les opérateurs linéaires

u € VT qu’au cas commutatif.
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4.5 Conclusion

On récapitule dans cette conclusion toutes les questions ouvertes. Elles seront suivi

de quelques commentaires relatives aux travaux récents.

Question 1
Soient X un espace de Kothe, Y un espace de a Banach complétement réticulé, 7' un

opérateur sous-linéaire continu de X dans Y. Est-ce que T™ est continu ?

Question 2
Soient X un espace de Kothe, Y un espace de a Banach complétement réticulé, T' un
opérateur sous-linéaire continu de X dans Y et u un opérateur linéaire positif de Y dans

Z. Est-ce que
(uoT)* =T ou™?

Question 3
Soient X un espace de Kothe, Y un espace de a Banach complétement réticulé, T' un
opérateur sous-linéaire continu de X dans Y et u un opérateur linéaire de Y dans Z tel

que u* est positif. Est-ce que

(Tou)* =u*oT"?

Question 4
Soient X,Y deux espaces de Banach réticulés et T': X — Y un opérateur sous-linéaire

continu. Si
T e 7r:j (X,Y)
alors on a

Vue VT, uwers(X,Y).
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Est-ce que 'implication inverse est vérifiée 7 Dans le cas général ou bien sous des condi-

tions ?

Question 5
Soient X un espace de Banach réticulé et Y un espace de Banach complétement réticulé.
Soit T" un opérateur sous-linéaire borné de X dans Y. Supposons qu’il existe une constante
positive finie C' > 0, un ensemble [, un ultrafiltre U sur I et {u;};,c; C VT tels que pour
tout = dans X,

[{us (), y7)| — (T (), ")

et d,(u;) < C uniformément . Alors,
T € Dy(X,Y) et d,(T) < C.

Est-ce que cette propriété est vérifiée dans le cas général (sans la condition |(u; (z), y*)| —

(T (), 7)) ?
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