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1)متتاليات الدوال:
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2)التقارب البسيط لمتتالية دالة:
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 تعريف :
          نقول أن المتتالية[image: image88.png]n Inen



   متقاربة ببساطة على X إذا كان من أجل كل  [image: image90.png]x€EX,x



المتتالية العددية  [image: image92.png]Un @},en
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  دالة معرفة ِب :
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و نسمي بنهاية المتتالية  [image: image104.png]n Inen



  و نكتب :
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و هذا يكافئ :
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  ملاحظة :
                  إن وجدت النهاية  [image: image118.png]


  فهي وحيدة  .

مثال1:
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· إذا كان  [image: image122.png]x € [0,1]
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و بالتالي فإن  [image: image132.png]et



  تؤول ببساطة نحو النهاية  [image: image134.png]


 المعرفة ِب:
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مثال2:
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· إذا كان  [image: image141.png]x| <1
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    [image: image151.png]lim x*"
n—too’
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· إذا كان  [image: image157.png]x|=1
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  تؤول ببساطة نحو النهاية  [image: image163.png]


 المعرفة ِب:
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مثال3:
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لدينا :
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  متقاربة ببساطة نحو النهاية [image: image179.png]


  المعرفة ِب:
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  فاٍن:
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  كيفي.
· إذا كان   [image: image190.png]x>0



 فاٍن:
 حتى نحصل على [image: image192.png]Sh-f)l<¢
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لأن :
[image: image200.png]Nelw) =n>z



                                                
[image: image202.png]n >




  [image: image204.png]=E&>—



                                                       

     


[image: image206.png]:>£>— 15— FGI



              
3)ملاحظات:[image: image208.png]



1. القيمة [image: image210.png]Neg(x)



  مرتبطة بالوسيطين [image: image212.png]
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2. يمكن أن تكون القيمة  [image: image216.png]Neg(x)



 لا تنتمي إلى.[image: image218.png](Nex) Ry ) N



 
3. نهاية متتالية متقاربة ِببساطة لدالة مستمرة ليست بالضرورة دالة مستمرة.[image: image220.png]


 
4. إذا كانت متتالية دوال  [image: image222.png]n Inen



 متقاربة ببساطة  نحو [image: image224.png]


  حيث [image: image226.png]n Inen



متزايدة (متناقصة) فاٍن [image: image228.png]


  دالة متزايدة (متناقصة على التوالي).
5)التقارب المنتظم:
تعريف:
               نقول أن متتالية الدوال  [image: image230.png]n Inen



  حيث [image: image232.png]fo EFXY)



 متقاربة بانتظام على [image: image234.png]
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 إذا كان :
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أو كذلك إذا كان : 
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ملاحظة: 
               هنا القيمة  [image: image241.png]


  مرتبطة إلا ِب [image: image243.png]


 على غرار التقارب البسيط حيث تكون القيمة  [image: image245.png](x)
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  مرتبطة ِب[image: image249.png]
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  وهذا يعني أن القيمة [image: image253.png]


الم  كل عنصر [image: image255.png]
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قضية : 
             التقارب المنتظم يستلزم التقارب البسيط لأن:
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العكس غير صحيح لأن:        
[image: image257.png]A
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x €[0,+00]




المتتالية  [image: image259.png]n Inen



  متقاربة ببساطة  نحو الدالة [image: image261.png]


 المعرفة ِب:
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و بما أن:   
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وبالتالي التقارب [image: image265.png]
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ليس منتظم.
مثال مضاد :
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لأن:      
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 وبالتالي التقارب  ليس منتظم حتى و لو أخدنا X[image: image277.png]=[0,1]



 . 
لكن إذا أخذنا  [image: image279.png][0,a]



 X= مع  [image: image281.png]0<a<l



 فان متتالية الدوال[image: image283.png]X"
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, متقاربة بانتظام نحو0 لأن:
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 ملاحظة: 
              حتى نبين التقارب المنتظم لمتتالية الدوال  [image: image288.png]A 0w



 يمكن أن نبين التقارب البسيط[image: image290.png]o dya ot
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أو نبين أن :
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6)التفسير الهندسي:      
               باعتبار X  مجال من  [image: image300.png]
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   نرفق له المنحنى البياني [image: image312.png]


 الممثل على المستوى.[image: image314.png]



التقارب المنتظم لمتتالية الدوال  [image: image316.png]n Inen
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 يقع في شريط عرضه  2[image: image330.png]


و متناظر  بالنسبة  لبيان [image: image332.png]
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 7)معيار كوشي(Cauchy) :
نظرية :
                   لتكن  [image: image335.png]n Inen



  متتالية الدوال معرفة على X من  [image: image337.png]
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 متتالية متقاربة  بانتظام )نحو[image: image341.png](f



على X  إذا و فقط إذا تحقق ما
 يلي :
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البرهان:
1) اٍنه لازم لأن المتتالية [image: image345.png]A 0w



 متقاربة بانتظام نحو[image: image347.png]sf



 يعني أن:
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و بالتالي : 
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2) اٍنه كافي لأن:
لنفرض أن شروط النظرية محققة و أن من أجل كل [image: image368.png]a3,y X o



 هي متتالية كوشي تقبل النهاية  [image: image370.png]f 0



 و بالتالي:
[image: image371.png]Ve>0,3N; >0/Vx € X,Vn= N
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     تعطي النهاية   [image: image383.png]If () —filx)|<e



  و هذا من أجل كل [image: image385.png]
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  و هذا يعني أن [image: image391.png]n Inen



 متقاربة بانتظام نحو[image: image393.png]



ملاحظة:
    معيار كوشي يسمح بمعرفة التقارب المنتظم لمتتالية دوال بدون معرفة النهاية [image: image395.png]



8)متتالية دوال مستمرة:
نظرية:       ليكن [image: image397.png]


  مجال من .[image: image399.png]



        لتكن متتالية الدوال  [image: image401.png]A 0w



حيث [image: image403.png]fp, EFLY)



 متقاربة بانتظام نحوالدالة [image: image405.png]


إذا كانت كل الدوال [image: image407.png]


 مستمرة عند النقطة [image: image409.png]Xo
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  فان الدالة [image: image413.png]
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البرهان:
              [image: image417.png]Ve>0,3N;>0:Vx€ I, V¥n €N
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من أجل [image: image421.png]


 قيمة معينة  [image: image423.png](n =Ng)
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 دالة مستمرة عند [image: image427.png]Xo



 و بالتالي :
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من (1) و(2) نستنتج :
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قضية: 
       إذا كانت  [image: image435.png]A 0w



 متقاربة بانتظام نحو[image: image437.png]AR
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  و إذا كانت الدوال [image: image441.png]


 مستمرة على[image: image443.png]
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 دالة مستمرة على [image: image447.png]
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ملاحظة:
                النظرية تعطي شرطا كافيا حتى تكون [image: image449.png]


 حيث  [image: image451.png]im, 100 f, =f



 
دالة مستمرة ، لكن هذا الشرط ليس لازم أي يمكن إيجاد [image: image453.png]


  و[image: image455.png]disf



 مستمرة دون أن يكون هناك تقارب منتظم.
مثال:
        على المجال   ,X=[image: image457.png]


نعتبر متتالية الدوال [image: image459.png]U ndnen




[image: image460.png]nx SN 0=x<

fo00=1-nx+2n S8 %Sx

ETINTY

0 SE x>

SO =




                            [image: image461.png]



 الدوال [image: image463.png]


 مستمرة والمتتالية [image: image465.png]A 0w



 متقاربة ببساطة نحو الدالة المستمرة  [image: image467.png]


 لأنه:
· من أجل  [image: image469.png]


 النتيجة بديهية .
· من أجل [image: image471.png]x>0



 فان [image: image473.png]lim, .0 f,0=0



 إذا كان [image: image475.png]n>=



   
لكن التقارب ليس منتظم لأن:
[image: image476.png]—
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توجد حالة يكون فيها التقارب منتظم و هي إذا كانت متتاليات الدوال  [image: image478.png]n Inen



 مستمرة وكذلك [image: image480.png]


دالة مستمرة.
9)نظرية ديني(Dini):
إذا كانت [image: image482.png]n Inen



  متتالية دوال حقيقية مستمرة و متقاربة نحو دالة مستمرة[image: image484.png]


  على [image: image486.png]la,b]



 إذا كانت  [image: image488.png]n Inen



 متزايدة (أو متناقصة) أي:
[image: image490.png]( sl e £, 002 fm(x))



   [image: image492.png]


x[image: image494.png]€ [a,b], Vn: f,(x) < fo41(x)



          فإن المتتالية [image: image496.png]n Inen



متقاربة بانتظام نحو[image: image498.png]


   
10)التقارب المنتظم لمتتالية مشتقات :
   لنعتبرX  مجال محدود من   [image: image500.png]


 يحتوي على أكثر من نقطة و[image: image502.png]E =F(X,Y)




نظرية:
            لتكن [image: image504.png]n Inen



 متتالية عناصر من [image: image506.png]


 حيث [image: image508.png]


 هي مشتقات ولتكن  [image: image510.png]


  دوال أصلية  ِل [image: image512.png]


 أي [image: image514.png](Fn=1,)



 و تنعدم عند نقطة معينة [image: image516.png]Xo



 من[image: image518.png]


   
إدا كانت [image: image520.png]n Inen



 متتالية متقاربة بانتظام نحو[image: image522.png]


على [image: image524.png]


 فان المتتالية [image: image526.png](Fnlpen



 متقاربة بانتظام على[image: image528.png]


 و نهايتها [image: image530.png]


 قابلة للإشتقاق على [image: image532.png]


 بحيث :
[image: image534.png]


 [image: image536.png](x)



= [image: image538.png]f(x)




وبمعنى آخر, نهاية منتظمة ِلمشتقة دالة هي كذلك مشتقة لدالة.
البرهان:
       باستعمال نظرية التزايدات المنتهية للدالة ( [image: image540.png]


على المجال [image: image542.png](X0, x]



 نجد:
[image: image543.png][Fm () = Fn(0] = [Fn () — Fn(0) — (F,,, (x0) — Fulxo))|
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بحيث : [image: image547.png]=X —X,|




و بالتالي حسب معيار كوشي، و ِبما أن المتتالية[image: image549.png]X e duls &8 {f; Jnen



 فإن المتتالية  [image: image551.png](Fnlpen



 هي كذلك متقاربة بانتظام على [image: image553.png]


       
ِلنبين أنه من أجل كل  [image: image555.png]a€X



 ،[image: image557.png]


 تقبل مشتقة .[image: image559.png]f(a)




لنعتبر الدالة [image: image561.png]o LS X — {a} e jed



 [image: image563.png]
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[image: image567.png]


   
الدالة [image: image569.png]P



 متقاربة نحو الدالة [image: image571.png]F)-Fla)

o(x) =



    
وحسب معيار كوشي و باستعمال نظرية التزايدات المنتهية للدالة[image: image573.png]


  فإن هذا التقارب منتظم لأن :
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و بالتالي من أجل كل[image: image578.png]
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 و كل [image: image582.png]


 من [image: image584.png]:X —{a}
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و منه : 
[image: image586.png]lim FOO)—Fla) _
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11)متتاليات الدوال القابلة للمكاملة: 
            لتكن [image: image588.png]n Inen



 متتالية دوال قابلة للمكاملة على المجال  [image: image590.png]X = [a,b]



 و متقاربة بانتظام نحو[image: image592.png]


 فان :
1. [image: image594.png]


 قابلة للمكاملة على      [image: image596.png]la,b]



  
2. [image: image598.png]lim,.. 1o [, f,,(00dX = [ f(0)dx




البرهان:
1) ليكن   [image: image600.png]IneN,e>0



 بحيث :
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      لأن المتتالية [image: image604.png]Al 48 {f Jnen



 نحو[image: image606.png]


  
      الدالة [image: image608.png]


 قابلة للمكاملة من أجل كل[image: image610.png]


 [image: image612.png]EN



 أي يوجد تجزئة للمجال  [image: image614.png]la,b]



:
[image: image615.png]



بحيث:                 (2)[image: image617.png](M, = ) O — xi4) <




    و   [image: image619.png]My, = Infly_ xf,



 ,[image: image621.png]


    
نضع:          [image: image623.png]M;=supy,_, .qf



  و   [image: image625.png]My, = Infly_ ) f




من العلاقة (1) لدينا من أجل كل : [image: image627.png]



[image: image628.png]£
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مما يستلزم نظرا  ِل (2).
[image: image629.png]L L
> (M, =m0 —xi ) < ;(Mm - M) X +5 <8





و هذا يعني أن [image: image631.png]


  قابلة للمكاملة. 
2) لدينا من أجل كل [image: image633.png]n €N



 :
[image: image634.png]ff,,(x)dx—ff(x).ix < f\f,,(x)—f(x)\.ix





[image: image635.png]= sup 1) - FOIb—a)

xelab]




و بما أن:             [image: image637.png]My 400 SUP g )1 f (XD — F (O



   
 فإن:                         [image: image639.png]lim,.. 1o [, f,,(00dX = [ f(0)dx




قضية:
       إذا كانت  [image: image641.png]Fal0) = [, f,(Oadt



 و [image: image643.png]Fx) =[] f(D)dt



 
 فإن المتتالية [image: image645.png]S nlnen



  متقاربة بانتظام نحو [image: image647.png]


  على [image: image649.png].[a,b]




البرهان:
[image: image650.png]Vx € [a, ], IF,(0) — FC0)l < f 10— F©ld




[image: image652.png]EINAGESIOIL:



            
[image: image654.png]< SUP¢efap]|fn () — F(OI(D—a)



  
ملاحظة:
           حتى نحصل على المساواة : [image: image656.png]lim,._. 1o [, fOdx = f f)dx




فإن    الشرط,  [image: image658.png]n Inen



 متتالية متقاربة بانتظام نحو[image: image660.png]».f



 كافي و ليس لازم.
مثال :
        على المجال   ,X=[image: image662.png]


نعتبر متتالية الدوال [image: image664.png]U n dpent




[image: image665.png]0 oSS x=0

fo=11 30 0<x<

0 Jsi %gxgl

—

7




لدينا: [image: image667.png]


 رغم أن التقارب [image: image669.png]


 ليس بانتظام على [image: image671.png]


 لأن :              [image: image673.png]vn € N*; sup f,(x) =1

xelo,1]




لكن:             [image: image675.png]Am fo £,(0dx = lim

= Jo foodx




12)متتاليات دوال قابلة للإشتقاق:
             إذا كانت [image: image677.png]n Inen



 متتالية دوال قابلة للإشتقاق, متقاربة (حتى بانتظام) نحو الدالة [image: image679.png]


 قابلة للإشتقاق على [image: image681.png]la,b]



 فليس بالضرورة أن يكون لدينا[image: image683.png]7 Inen



  متقاربة نحو[image: image685.png]


 
مثال: 
      من أجل [image: image687.png]n € N*



 و [image: image689.png]



[image: image690.png]sinnx

fo(0) = T





    [image: image692.png]Un dpewt



  متقاربة بانتظام نحو [image: image694.png]


  على [image: image696.png]


 لأن:
[image: image697.png]suplf, (0] =
YeR




لدينا:         [image: image699.png]


’[image: image701.png]=0 s f 0)=vAcosnx




   لكن المتتالية [image: image703.png]


 ليست متقاربة في أي نقطة نحو[image: image705.png]


([image: image707.png]


 متباعدة على [image: image709.png]


).
نظرية:
           إذا كانت [image: image711.png]n Inen



 متتالية دوال من صنف [image: image713.png]


 على [image: image715.png]la,b]



 و تحققت الخواص التالية:
1. المتتالية [image: image717.png]


  متقاربة بانتظام نحو[image: image719.png]


 على .[image: image721.png]la,b]



  
2.  يوجد نقطة [image: image723.png]


  من [image: image725.png]la,b]



 بحيث [image: image727.png]U (x0)j



 متقاربة 
فإن  [image: image729.png]n Inen



 متقاربة بانتظام نحو دالة [image: image731.png]


 من صنف [image: image733.png]


 مع [image: image735.png]


’[image: image737.png](x) =g(x)



       و بمعنى آخر:
[image: image738.png]lim £, (0) = Jim, £,00)

et




البرهان: 
         لدينا:       [image: image740.png]fo0) = f,0x0) + [ f, (Ot




حسب القضية فإن [image: image742.png]lim,,- s[5, f (Dt = [}, g()dt



 بانتظام على  [image: image744.png]la,b]



 ، وبالتالي المتتالية[image: image746.png]n Inen



 متقاربة بانتظام نحو [image: image748.png]


  المعرفة ِب: 
[image: image749.png]0= Jim £+ [ g0




         و بما أن [image: image751.png]


 دالة مستمرة فان الدالة [image: image753.png]


 من صنف [image: image755.png]


 و لدينا من أجل كل[image: image757.png]


 [image: image759.png]la,b]



:
[image: image760.png]f ) =gx)
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